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Geschichte. 


IM ® Rey Pastor, Julio und Jose Babini: Geschichte der Mathematik. Buenos 

} Aires: Espasa-Calpe 1951. XX, 368 p. [Spanisch]. 

I Agostini, Amedeo: Cenni di storia della matematiea. Repertorio Mat. 
697—715 (1951). 

E Der vorliegende inhaltsreiche und im allgemeinen verlässige Überblick schildert die Ent- 
wicklung der Mathematik von den Anfängen bis zum Beginn des 19. Jhdts., und zwar: 
1) Arithmetik, 2) Elementargeometrie, 3) Algebra, 4) Kreisfunktionen, ebene und sphärische 
Trigonometrie, 5) Analytische und projektive Geometrie, Kegelschnitte und 6) Infinitesimal- 

rechnung. — In einer Skizze kann freilich nicht alles berücksichtigt werden, aber man vermißt 
doch Archytas (l. Raumkurve), Theätet (10., 13. und vielleicht 7. Buch der Elemente), 
Archimedes (Beiträge zur Kegelschnittlehre), al-Hajjämi (Lösung der kubischen Gleichung), 
Jordanus Nemorarius, Alberti, Regiomontan, Stifel, Bürgi (neben Neper). — Im 
einzelnen sei noch bemerkt: Zu 1): Über die griechische Logistik existiert zwar keine zu- 
sammenfassende Darstellung aus klassischer Zeit, doch läßt sich vieles aus Einzelschriften 
(Archimedes, Eutokiosu. a.) zusammentragen. Daß die indische Positionsschreibung von 
dem römischen Abakus stammt, ist unwahrscheinlich; Salamis (Rechenbrett) und Babylon 
(Positionsschreibung) sind näher, und die Null wird eher die Wiedergabe des babylonischen 

und griechischen Fehlzeichens sein. Die negative Zahl war den Indern bekannt, als Fehl- 
betrag kommt sie schon bei den Babyloniern vor. Zu 2): 30.40. Jhdt. v. Chr. für die qua- 

dratischen Gleichungen ist zu hoch angesetzt. Zu 5) und 6): Hier sollte ein Wort über die 

Mathematik zur Zet der Scholast'k gesagt werden (Oreme, Cusanus). K. Vogel. 

Neugebauer, Otto: The Babylonian method for the computation of the last 
visibilities of Mereury. Proc. Amer. philos. Soc. 95, 110—116 (1951). 

Kugler hat erkannt, daß in der spätbabylonischen Astronomie die heliakischen Auf- 
gänge des Merkur sukzessive berechnet wurden und daß jedem Aufgang ein bestimmter 
Abstand (push) des folgenden Untergangs in bezug auf Länge und Datum zugeordnet war, 
dessen Größe jeweils durch das Tierkreiszeichen des betreffenden Aufgangs bestimmt wurde 
(Kugler, Sternkunde und Sterndienst in Babel I, Münster 1907, S. 200). Auf Grund neuer 
Texte stellte der Verf. nun fest, daß diese Werte nur für die Mitte der einzelnen Zeichen gelten, 
daß aber Zwischenwerte durch lineare Interpolation (getrennt für ganze Grade und deren 
Bruchteile) gewonnen wurden. Fielen die Aufgänge in bestimmte Himmelsbereiche, so sind 
sie mit LU gekennzeichnet, was als ‚unbeobachtbar‘‘ zu deuten ist, in voller Übereinstim- 
mung mit Ptolemaios (Almagest, Buch XIII, Kap. 8). Damit sind die Planetentafeln 
von ©. Schoch (in: Langdon und Fotheringham: The Venus Tablets of Ammizaduga, 
Oxford 1928), der nicht genügend zwischen beobachteten und berechneten Werten unter- 
schied [vgl. A. Sachs, J. Cuneiform Studies 2, 271—290 (1948)] und gerade diese LU-Werte 
als Beobachtungsergebnisse ansah, als praktisch wertlos erwiesen. H. I. Hermelink. 

@ Frajese, Attilio: La matematica nel mondo antieo. (Universale Studium 2.) 
Roma: Editrice Studium 1951. 160 p. L. 200. 

Der durch zahlreiche Arbeiten über griechische Mathematik bekannte Verf. 
will hier keine umfassende Geschichte der antiken Mathematik geben, sondern 
nur die markanten Entwicklungsstufen und die führenden Ideen vor einem 
weiteren Leserkreis darlegen. Demgemäß werden ausführlicher nur behandelt: 
: Thales von Milet (Kap. II, S. 14—27), Pythagoras und die Pythagoreer (III, 

28—54), Platon und die griechische Mathematik im 4. Jhdt. (IV, 55—74) sowie 
Euklid und seine Elemente (V, 75—116), während die vorgriechische Mathe- 
matik (I, 9-13), Archimedes und Apollonios (VI, 117—131) und die grie- 
chisch-römische Periode (VII, 132—134) nur kurz zu Wort kommen. Hervorzu- 
heben ist die vorsichtige Stellungnahme zu dem zeitlichen Ansatz jener Leistun- 
gen, die nicht durch direkte Überlieferung gesichert sind, sowie — und hier wendet 
. ersich an die mit Mathematik vertrauten Leser — die ausführlichere Behandlung 
besonders wichtiger Probleme unter Wiedergabe der Belegstellen, wie Beispiele 
aus der „Methodenlehre‘“, aus Euklid, aus Platons Dialogen u. a. Ein für das 
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Nachleben der Antike bedeutsames Kapitel über die Mathematik im Mittelalter 
(VII, 136—156) bildet den Abschluß. K. Vogel. 


e Stamatis, E. $.: Das Delische Problem und die Dreiteilung des Winkels. 
Athen 1949. 31 S. [Griechisch]. 


Einleitend berichtet Verf. über die altgriechischen Stellen, die sich auf 


das Delische Problem beziehen, und entwickelt aus den Originaltexten die ein- 
schlägigen (vor allem bewegungsgeometrischen) Konstruktionen. Ahnlich wird 
auch die Dreiteilung des Winkels behandelt. Da Newtons Lösung des Deli- 
schen Problems erwähnt wird, sollte ihr Vorbild (Viete, Supplementum geo- 
metriae, 1953) nicht fehlen. Jos. E. Hofmann. 


© Stamatis, E. $.: Archimedes: Kreismessung. Athen 1950. 30 8. [Grie- 


chisch]. 
Es handelt sich um eine vorzüglich eingeleitete Wiedergabe des altgrie- 


chischen Textes nach der Ausgabe von J. L. Heiberg (Opera I?, Leipzig 1910) | 
nebst neugriechischer Übersetzung. Im Anhang wird die Archimedische Schlußweise 
eingehend erläutert. Verf. zählt einige Wiederherstellungen für die Archimedi- 


sche Ausgangsnäherung 265/153 < V3 < 1351/780 auf, kennt jedoch die ein- 
schlägigen Arbeiten des Ref. (dies. Zbl. 8, 337; 28, 113) noch nicht. 
Jos. E. Hofmann. 
Hjelmslev, Johannes: Eudoxus’ axiom and Archimedes’ lemma. Centaurus 
1.2 1171950). 
Mit kleinen Veränderungen Übersetzung des Aufsatzes von Hjelmslev (f): 
„Über Archimedes’ Größenlehre‘“‘ [dies. Zbl. 36, 2 (1950)]. K. Vogel. 


@ Baccou, Roger: Histoire de la seience greeque de Thales ä Soerate. Edite 
par Br. de Solages. Paris: Aubier 1951. 257 p. 34 fig. 


e Al-Biruni Commemoration Volume. A. H. 362 — A.H. 1362. Calcutta: | 


Iran Society 1951. XX VIII, 303 p. Rs. 40. 


Die meisten der sprachlich nicht einfachen Werke des großen muslimischen Gelehrten 
al-Birüni (973—1048) erheischen zum Verständnis gleichzeitig einen hervorragenden Orien- | 


talisten und einen guten Mathematiker. Wohl wegen des seltenen Zusammentreffens dieser 


Eigenschaften befassen sich nur 3 von den 21 Beiträgen des von V.Courtois S$. J. heraus- | 


gegebenen Bandes mit mathematischen Leistungen B.s, was der Stellung und Bedeutung der 
Mathematik in seinem Gesamtwerk keineswegs entspricht. Nur einer dieser Beiträge ist von 
einem Mathematiker verfaßt: ‚„Al-Biruni and Trigonometry‘“ vonM. A. Kazim. (S.161—170). 
Er gibt eine gedrängte Inhaltsangabe des 3. Buches aus dem Qänün al-Mas‘üdi, dem leider 
immer noch ungedruckten Hauptwerk B.s über mathematische Geographie. Dieses 3. Buch, 
die älteste Abhandlung über ebene Trigonometrie, ist schon durch die (im einzelnen unzu- 
längliche) Übersetzung von ©. Schoy (Hannover 1927) bekanntgeworden. Verf. weist vor 
allem auf die, bis auf Newton einzige, Heranziehung der zweiten Differenzen zum Inter- 
polieren hin und betont, daß die sehr allgemeine Formulierung der Interpolationsformel 
bei B. einen ganz klaren Funktionsbegriff voraussetzt. — „‚Muslim Researches in Geodesy“ 


von 8. H. Barani (S. 1—52) ist der längste und aufschlußreichste Aufsatz des Buches. Verf. 


bietet sämtliche vorliegenden Berichte über Gradmessungen bei den Muslimen bis auf B. 
im Original und in vorzüglicher Übersetzung dar. Die neuen Texte zur Gradmessung unter 
al-Ma’mün (ca. 820) bestätigen die Schlüsse C. A. Nallinos (Cosmos Il, 1892—93): Aus 
mindestens 2 Messungen wurde der innerhalb der Fehlergrenzen von nur +0,6% richtige 


Mittelwert 56?/, Meilen (111,8km) für einen Längengrad abgeleitet. — Zur Entscheidung 
zwischen diesem Wert und dem als ptolemäisch geltenden Wert 66?/, Meilen unternahm B. 


eine Nachprüfung mit Hilfe des Depressionswinkels des Horizontes von einem Berge aus. 
Er errechnete 56 Meilen, was ihm zur Bestätigung des Ma’münschen Wertes genügte [vel. 
C. Schoy, Isis 5, 71—74 (1922)]. — Leider ist der mathematisch offenbar nicht sehr ver- 
sierte Verf. nicht den Diskrepanzen in B.s Zahlenangaben nachgegangen, die davon herrühren, 
daß in der benutzten Sinustafel für den betreffenden Winkel lineare Interpolation nicht 
zulässig ist. In Wirklichkeit ergäbe sich aus seinen Messungen ein Grad zu 58,1 Meilen (Nal- 
lino). — „Al-Biruni’s Determination of Geographical Longitude by Measuring the Distances“* 
von J.H. Kramers (f) (8. 177—193) bietet eine erheblich verbesserte Neuübersetzung des 
zweiten Kapitels aus dem 6. Buch des Qänün al-Mas‘üdi [vgl. C. Schoy, Isis 5, 51—69 (1922)] 
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mit sehr nützlichen Anmerkungen. Die mitgeteilten Zahlenwerte sind z. T. schlecht überliefert 
und durch systematisches Nachrechnen verbesserungsfähig [S. 180, letzte Z.:0 504 52; 8. 181, 
Verf. zeigt aber an Hand eines Paralleltextes aus dem von B.s eigener Hand erhaltenen Tahdid 
(Lehrbuch der geographischen Ortsbestimmung), daß schon im Urtext erhebliche Rechen- 
ungenauigkeiten vorhanden waren. Er vermutet, daß sie auf das Konto von B.s Hilfskräften 
gehen, ohne die er (ebenso wie Ptolemaios) niemals die riesige Rechenarbeit hätte leisten 
können. — Aus dem erwähnten Tahdid gibt F. Krenkow Auszüge geographischen und geolo- 
gischen Inhalts (S. 195—208), läßt aber leider den reichen mathematischen Inhalt beiseite. 
— Einigen der übrigen Aufsätze lassen sich wertvolle Hinweise auf B.s Denkweise und For- 
schungsmethode entnehmen, die eine verblüffende Modernität seiner wissenschaftlichen 
Haltung offenbaren. B. hat sich als einer der ersten mittelalterlichen Gelehrten von der dog- 
matischen Einstellung gelöst und pragmatische Wissenschaft getrieben. Hier ist vor allem 
der meisterhafte Artikel von A. Jeffery „Al-Birüni’s Contribution to Comparative Religion‘ 
(S. 125—160) zu nennen, sowie „Alberuni as a Thinker‘ von A.U.Pope (S. 281-285). 
„„Al-Beruni et la valeur internationale de la science arabe‘‘ von L.Massignon (S.217—219) 
weist auf die bedeutende Rolle der arabischen Sprache für die Entwicklung des wissenschaft- 
lichen Denkens hin. H.1. Hermelink. 

© Uenver, A. Süheyl: Ali Kusei. Hayati ve eserleri. Concerning some new 
material about positive seiences during the reign of Mohammed the Conqueror. 
(Istanbul ueniversitesi fen fakültesi monografileri (ilim tarihi kismi), sayı 1.) 
Istanbul, Kenan Matbaası 1948. 91 p. [Türkisch]. 

In der Schrift werden vor allem die Beziehungen des persischen Astronomen 
und Mathematikers ‘Ali al- Qüsgi (gest. 1474) zu Mehmed II., dem Eroberer 
Konstantinopels, sowie die Spuren seines Wirkens in dieser Stadt erörtert. Die 
dem Herrscher gewidmeten, weitverbreiteten Lehrbücher des Gelehrten in ara- 
bischer Sprache über Mathematik und Astronomie sind nach den Feststellungen 
des Verf. mit seinen persischen Werken über denselben Gegenstand nicht iden- 
tisch. Detaillierte Angaben über die in türkischen Bibliotheken befindlichen 
Originale seiner Schriften, unterstützt von vorzüglichem Bildmaterial, erleichtern 
dem Mathematikhistoriker die zukünftige Arbeit. H.I. Hermelink. 

Shukla, Kripa Shankar: On Sridhara’s rational solution of N?” + 1=Y°. 
Ganita 1, 53—64 (1951). 

Verf. untersucht nach unveröffentlichten indischen Handschriften der Päti- 
ganita von Sridhara (geb. ca. 931, Verf. gibt keine Lebensdaten) ein darin 
niedergelegtes, bisher unbekanntes Verfahren zur Bestimmung rationaler Lösungen 
der Gleichung Nx? + 1 = y?. Sridhara zerlegt 1) N in die Differenz zweier Qua- 
drate (N = A® — 5?) und bildet 2) aus einem beliebigen pythagoreischen Zahlen- 
tripel a, b, c die Identität 5b? = c? — a?. Multipliziert man die beiden Gleichungen, 
so erhält man Nb? = A?c? + B?a? — 4A?a? — B2c? oder Nb? + (Aa — Be)! = 
(Ac — Ba)? oder N[d/(Aa — Be)” +1=[(Ac — Ba)/(Aa — Ba)]?. So ergibt 
sich x = b/(Aa — Be) und y = (Ac— Ba)/(Aa — Ba). — Nimmt man zur Lösung 
von vg) = y2z,B A=4DB DREC DROBZ FAND Bon de hal 
y=8, also 7 932 + 1 = 82%. Nimmt man aber das Triple = 13, a=12,b=5, 
so sind die Lösungen 2 —=5/9 und y = 16/9, also 7 - (5/9)?+ 1 = (16/9)2. — 
Verf. dehnt dann das Verfahren auf Nx?—+ (Ü = y” aus und zeigt, daß die sonstigen 
von Indern (Brahmagupta, Bhäskara, Näräyana u.a.) entwickelten Lö- 
sungen ebenso wie die von John Wallis und W. Brouncker (1657) aus der 


Methode Sridharas abgeleitet werden können. K. Vogel. 


Koyre, Alexandre: La gravitation universelle de Kepler & Newton. Arch. 
internat. Hist. Sci. 30, 638—653 (1951). 

Der Verf. gibt eine historisch kritische Darstellung der Entdeckung des Gravitations- 
gesetzes von Kepler bis Newton. Zunächst weist er darauf hin, daß begrifflich ein wesent- 
licher Unterschied zwischen Attraktion und Gravitation bestand; die Gravitation ist eine 
den Körpern innewohnende ‚‚Tendenz‘, sich dem Mittelpunkt der Welt zu nähern, bei der 
Attraktion ist der Beweger außerhalb des Bewegten. Der Begriff wird von Kepler eingeführt; 
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dieser formuliert bereits (Astronomia nova 1609), daß nicht nur die Erde den Stein, sondern 
auch der Stein die Erde anzieht, daß zwei Steine sich gegenseitig anziehen und das Schwerefeld 
der Erde (virtus tractoria) sich über den Mond hinaus erstreckt; die Größe der Kraft setzt 
er proportional der Masse (moles). Die gegenseitige Anziehung ist beschränkt auf „verwandte 

Körper (cognata). Sonne und Planeten sind nicht verwandt, die Sonne „bewegt“ die Planeten, 
sie überliefert eine species motrix, deren Aufteilung nicht räumlich wie beim Licht, sondern 
in der Ekliptikebene und damit umgekehrt proportionalzur Entfernung erfolgt (Bahngeschwin- 
digkeit in Perihel und Aphel nach dem Flächensatz!). Die von Kepler eingeführte Trägheit 
(inertia) ist Widerstand gegen Bewegung, nicht gegen Bewegungsänderung. Die Sphären- 
bewegung ist die natürliche Bewegung. Die Ellipsenbahnen von Tycho Brahe führen zu 
der beklagenswerten (valde misera) Situation, daß die Intelligenzen, die für die Sphären- 
bewegung verantwortlich sind, jeden Augenblick Richtung und Geschwindigkeit berechnen 
müssen. Kepler führt deshalb diese Störungen auf besondere magnetische Sonnenkräfte 
zurück. Daß Kepler, obwohl er der Lösung des Problems sehr nahe war, diese nicht fand, 
hat nach dem Verf. zwei Gründe: Die Körper des Universums waren für ihn qualitativ ver- 
schieden, und das Universum war endlich (Auszeichnung der Sphären). Seine Gläubigkeit 
an die Aristotelische Dynamik stand ihm im Wege. — Nachdem durch Galilei, Descartes, 
Gassendi, Boyledie Welt homogen geworden war, Bouilland auf die species motrix verzichtet 
und Bacon die Attraktion angenommen hatte, schien für Borelli der Weg zur Lösung frei 
zu sein (1665). Er gab die Endlichkeit der Welt und damit die Auszeichnung der Sphären 
auf, erkannte das Trägheitsgesetz als Satz von der Erhaltung der Geschwindigkeit an und 
führte die Bewegung auf den Ausgleich von zentrifugalen und zentripetalen Kräften zurück. 
Da er aber den ‚„‚konfusen‘‘ Begriff der Anziehung durch den leeren Raum hindurch ver- 
wirft, kehrt er zu einer konstanten Tendenz der schweren Körper zur Annäherung an das 
gemeinsame Zentrum zurück und versperrt sich den Weg. Zur gleichen Zeit findet Newton 
(1665/66), von den astronomischen Daten ausgehend, daß diePlaneten von der Sonne angezogen 
werden durch eine Kraft, die umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, daß 
diese Kraft auch die Mondbewegung beherrscht und, grob abgeschätzt, mit der Gravitation, 
die den freien Fall der Körper auf der Erde bedingt, übereinstimmt. Dabei handelt es sich 
aber nicht um eigentliche Fernkräfte. Das Ergebnis war ungenügend begründet: Es war 
aus Kreisbahnen abgeleitet, für den Vergleich mit der Schwerkraft fehlten genügend genaue 
Daten. Demgegenüber glaubt Hooke an die Fernkraft. Er versucht experimentell mit Hilfe 
des sphärischen Pendels das Problem zu lösen (1666). Damit kann er zwar die Dynamik 
fördern, aber nicht das Gravitationsproblem. Schließlich formuliert er 1674 drei Gesetze 
über die allgemeine Anziehung, die alles Wesentliche enthalten mit Ausnahme einer quanti- 
tativen Aussage über die Abhängigkeit von der Entfernung. Endlich schreibt er am 6. 1. 1680 
an Newton, daß er rein reziprokquadratisches Abstandsgesetz vermute, er könne aber die 
Kontrolle nicht durchführen. Angeregt durch eine Bemerkung von Hooke, daß die Planeten- 
bewegung aus der Ablenkung einer Trägheitsbewegung durch eine Zentralkraft resultiert, 
studiert Newton die Ellipse und leitet die beiden ersten Keplerschen Gesetze ab. Damit war 
die fehlende Begründung geliefert. Die Darstellung gibt einen deutlichen Einblick in die 
Umwege der Forschung und die Hindernisse, die einer großen Entdeckung im Wege stehen, 
bis die Zeit dafür reif ist. A. Kratzer. 


© Huber, Kurt: Leibniz. Herausgegeben von Inge Köck in Verbindung mit 
Clara Huber. München: Verlag von R. Oldenbourg 1951. 451 S. DM 24,—. 


@Agostini, Amedeo: Gli studi di Torricelli sulla e eloide. Pubbl. sci. Accad. 
navale no. 10, 15 p. (1951). 


© Agostini, Amedeo: Sul moto dei proiettili di Evangelista Torricelli. Pubbl. 
sci. Accad. navale no. Il, 14p. (1951). x 


® Iiey Pastor, Julio: Die höhere Mathematik. Methoden und Probleme des 
19. Jahrhunderts. Buenos Aires: Iberoamericana 1951. 349 p. [Spanisch]. 


Remez, E. Ja.: Über die mathematischen Manuskripte des AkKademiemitgliedes 
M. V. Ostrogradskij. Istoriko-mat. Issledovanija 4, 9—98 (1951) [Russisch]. 

Östrogradskij ist in Deutschland bekanntgeworden als Berechner von Index- und 
Numerustabellen, welche in der Zahlentheorie von Ceby$ev 1849, deutsch von Scha pira 
1889 abgedruckt und auch von Jacobi für die Herstellung des Canon arithmeticus Berlin 
1839 benutzt worden sind. Er ist im Jahre 1861 gestorben und hat zahlreiche Manuskripte 
hinterlassen, über die hier eine Übersicht gegeben wird, in $ 1 über den Nachlaß im allgemeinen 
dann über ‚die mathematischen Manuskripte im besonderen, welche nach folgenden Gebieen 
geordnet sind: $2 Algebra und Arithmetik, $3 Geometrie, Trigonometrie und Elementar- 
mathematik, $4 Analysis, $5 Methodik und Verschiedenes. Von 5 Seiten werden Photo- 
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kopien gegeben. Nach der Übersicht handelt es sich durchweg um elementare Gegenstände, 
— welche mehr den Unterricht als die mathematische Forschung betreffen. H. Brandt. 


Bogoljubov, N. N.: Nikolaj Mitrofanovie Krylov. (Zum siebzigsten Geburts- 
tage.) Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.3, 3—6 (1950) [Russisch]. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Born, M.: Physies and metaphysies. Mem. Proc. Manchester lit. philos. 
Soc. 91, 35—53 (1951). 


Born will das Wort Metaphysik in dem eingeschränkten Sinne verstehen, daß diese 
eine Erforschung der allgemeinen Züge der Struktur der Welt und unserer Methoden ihrer 
Beschreibung ist. Die Frage, ob die Physik durch ihre Fortschritte in den letzten Jahren hierzu 
einen Beitrag geleistet hat, steht zur Diskussion. Die Methoden der Physik sind im wesent- 
lichen ungeändert geblieben, auch ihr Ziel, die Aufstellung erfolgreicher Voraussagen. Dieses 
stützt sich auf die Annahme des Kausalprinzips, das in seiner allgemeinsten Form die Annahme 
unveränderlicher Naturgesetze bedeutet. Die im 19. Jahrhundert übliche Auffassung aus 
der Punktmechanik, daß Kausalität und Determinismus identisch ist, ist Born zu eng. Er 
versteht unter Kausalzusammenhang, daß eine Reihe von Daten eine andere Reihe ver- 
ursacht, d.h. quantitativ bestimmt. Kausalität hat die zwei Kennzeichen der Nahewirkung 
und, der Zeitfolge. Beide Eigenschaften hat die Punktmechanik nicht, und die ganze historische 
Entwicklung der Physik ist ein Kampf um die Wiedergewinnung dieser Züge. Die determini- 
stische Interpretation konnte in der Atomistik zunächst beibehalten und die Zeitfolge über die 
Statistik eingeführt werden. Die weitere Entwicklung führte jedoch zur Notwendigkeit, die 
Newtonsche Mechanik aufzugeben. Mit dem Verzicht auf Determinismus darf jedoch nicht 
der Verzicht auf Kausalität verbunden werden. Sie läßt sich beibehalten, wenn man die Ur- 
sache-Wirkungs-Beziehung durch die Forderung definiert, daß eine bestimmte Situation von 
einer andern auf eine durch quantitative Gesetze beschreibbaren Weise abhängt. Diese For- 
derung ist durch die Quantenmechanik erfüllt, da man den interessierenden Effekt voraus- 
sagen kann, wenn man die Apparatur der Fragestellung entsprechend gewählt hat. Neu 
hinzu kommt noch als fundamentales Prinzip die Komplementarität, die ihren Ursprung 
darin hat, daß jeder Energie nach Planck eine Frequenz und jedem Impuls nach de Broglie 
eine Wellenlänge zugeordnet ist. Die Versuche von Einstein, aus den hieraus gezogenen 
Folgerungen auf eine Unvollständigkeit der Theorie zu schließen, sind nach der Meinung von 
Born alle mißglückt. Die Behauptung, die moderne Physik kenne keine objektive Welt, 
wird von Born zurückgewiesen durch die Feststellung, daß die Welt des Physikers im selben 
Sinne real ist wie die Welt des täglichen Lebens insofern, als der Physiker Invarianten der 
Wahrnehmung feststellt, die genau den Invarianten entsprechen, die man im täglichen Leben 
als reale Dinge bezeichnet. Auch der von Henri Poincare vertretene Konventionalismus, 
den Einstein übernimmt, wird von Born zurückgewiesen; er übersieht nach seiner Meinung 
die psychologische Tatsache, daß die Beobachtungen durch die natürliche Sprache aus- 
gedrückt werden, die Bildung der Sprache aber kein bewußter Vorgang ist. Als Beispiel führt 
er an, daß die von Schrödinger vorgeschlagene Konvention, Elektronen als diffuse Wellen- 
pakete einzuführen, einfach daran scheitert, daß Elektronen zählbar sind. Der Korpuskel- 
charakter der Elektronen ist keine Konvention. Aber auch den Wahrscheinlichkeitswellen 
ist Realität zuzuschreiben. Für die großen Probleme der Metaphysik — Idealismus oder 
Realismus — bringt die neue Physik keinen neuen Beitrag, der Naturwissenschaftler muß 
Realist sein. Dagegen bedeutet die Idee der Komplementarität eine Bereicherung unseres 
Denkens. Ihre Anwendung auf die Probleme des Lebens, aber auch auf das Problem der 
Willensfreiheit ist aussichtsvoll. Für die Metaphysik als Ganzes lernen wir, daß schon in 
einem beschränkten Bereich die Beschreibung durch ein einziges Bild unmöglich ist. Zum 
Schluß empfiehlt Born die Anwendung des Komplementaritätsgedankens im praktischen 
Leben, z.B. in der Politik. A. Kratzer. 


© Destouches-F£vrier, Paulette: La strueture des theories physiques. (Philo- 
sophie de la matiere.) Paris: Presses Universitaires de France 1951. XI, 424 p.; 


1400 frecs. 

Die erste Frage, die sich Verf. stellt, ist bereits von grundlegender Bedeutung: Ist die 
Logik universell und a priori gültig, ist sie in gewissen Grenzen willkürlich, ist sie durch die 
Erfahrung bestimmt? Die Antwort lautet: Sie ist jeweils dem Forschungsgebiet angepaßt, 
in dem sie benutzt wird, und jede Kategorie physikalischer Theorien fordert eine ihr adäquate 
Logik, z. B. die klassische Mechanik die klassische Logik, die Wellenmechanik eine drei- 
wertige Logik, die auf Komplementarität und Subjektivität Rücksicht nimmt. Sodann werden 
die allgemeinen formalen Eigenschaften einer physikalischen Theorie untersucht: sie muß 

_ deduktiv sein, ihre Grundbegriffe und Postulate müssen voneinander unabhängig sein, sie 
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muß widerspruchsfrei mindestens in dem abgeschwächten Sinne sein, daß nicht jede Aussage, 
(die in ihr formulierbar ist, auch ableitbar ist. Unter den inhaltlichen Eigenschaften ist die 
wichtigste, daß die Theorie in einem bestimmten Bereich adäquat ist, d.h. ihre Voraussagen 
innerhalb angebbarer Grenzen mit den Meßergebnissen übereinstimmen. Der Begriff der 
Messung führt zu der Unterscheidung von objektivistischen und subjektivistischen Theorien, 
und die Aussagen über die Meßergebnisse verlangen einen besonderen Kalkül, eine Subjek- 
tivitätslogik, in der insbesondere die logische Summe (,‚oder‘“) in zwei Formen auftritt. 
Grundlegend für alles Weitere ist sodann eine Theorie der Voraussagen. Sie gipfelt in der 
allgemeingültigen Formel: Die Wahrscheinlichkeit, daß das Resultat einer Messung der Größe B | 
ein Element der Menge E; ist, ist gleich f(c;), wo c; eingeführt ist durch X = Ic Xi mod B,d. 
Die Kongruenz bedeutet dabei, daß die beiden Seiten dieselben Voraussagen für die Familien 
der Zerlegung ® der Größe B liefern. Die X sind Größen, die den möglichen Meßergebnissen | 
eineindeutig zugeordnet sind. Zwischen diesen Größen bestehen Beziehungen von der Art 
X = U(t,t,, 8) X, (S$ bezeichnet das betrachtete System, t, t, Zeitpunkte). Die Funktion fa) 
ist universell und das ‚‚Theorem der spektralen Zerlegung“ liefert dafür |c;|”. Das Erfordernis, 
Voraussagen für alle möglichen Anfangsbedingungen zu gewinnen, hıefert topologische Be- 
ziehungen in den Mengen der Wahrscheinlichkeitsfunktionen und der Voraussagegrößen 
und einen Operator für jede physikalische Größe. Nach allgemeinen Prinzipien werden die 
möglichen physikalischen Theorien klassifiziert; dabei ergeben sich zwei deterministische 
und drei subjektivistische Klassen, von denen sich jede nochmals in eine nichtlineare, lineare 
und vollständig lineare aufspaltet. Jede subjektivistische Klasse zerfällt nochmals in vier | 
Unterklassen. Weiter zeigt die Verf., daß eine Theorie, in der es ein Paar nicht simultan meß- 
barer Größen gibt, notwendig indeterministisch ist. Die Wellenmechanik erweist sich als | 
eine vollständig lineare, subjektivistische Theorie mit Vektorschema. Aus den allgemeinen | 
Betrachtungen folgt dann unmittelbar, daß jede künftige Theorie, die der Wellenmechanik 
adäquat ist, also in deren Geltungsbereich dieselben Voraussagen ermöglicht, indetermini- 
stisch sein muß. Das Ziel, das sich die Verf. gesteckt hat, liegt sehr hoch. Da die Beweise nicht 
im einzelnen durchgeführt sind, läßt sich nicht entscheiden, ob alle Resultate hinreichend 
gesichert sind. Dem Buch hat Louis de Broglie eine Einführung vorausgeschickt. 
A. Kratzer. 

Freudenthal, H.: Umgangssprache und logistische Sprache. Handel. XIX® 
Vlaamse Filologencongres 289—294 (1951) [Holländisch]. 

Die Arbeit gibt ein Referat wieder, das Verf. vor dem 19. flämischen Philologenkongreß 
in Brüssel (1951) gehalten hat. Es geht aus von den formalen Elementen, die jede Um- 
gangssprache enthält, erörtert die Mängel dieser formalen Bestandteile, die begriffliche Mehr- 
deutigkeit vieler Wörter sowie die Schwierigkeiten der Sprachanalyse und gibt Beispiele, 
die zeigen sollen, daß man an die Umgangssprache keine hohen Forderungen in bezug auf 
Formalisierung und Begriffsbildung stellen kann. Im Gegensatz dazu stehe das mathe- 
matische Schaffen und die größere Genauigkeit, auf die man in der Mathematik Wert legt; 
dies habe zu einer idealen Formelsprache der Logistik geführt. In der Regel bewege sich 
allerdings die Mathematik in einer Umgangssprache, die dem täglichen Leben näher steht 
als jenes ideale Formelsystem. Verf. bezweifelt, daß die Logistik der menschlichen Denk- 
weise entspricht, und bestreitet, daß man Konstruktionen aus der Umgangssprache ohne 
weiteres in die logistischen Formeln einsetzen könne. Die logistische Sprache ist nach ihm 
ein geschlossenes System, eine Maschine, die bloß für sich selbst arbeitet. Gleichwohl haben 
die Semantiker den Zusammenhang zwischen beiden Sprachen in der Form einer „Ab: 
bildung‘ hergestellt, die logistische und außerlogistische Ausdrücke in eine unzweideutige 
Beziehung zueinander setzt. Dabei wird die Unbestimmtheit der Formulierungen der Um- 
gangssprache vernachlässigt und der scharfe Formalismus der Logistik nicht genügend ge- 
prüft. Die dabei entstehenden Probleme erfordern eine logische Analyse der Umgangssprache, 
die jedoch nicht rein formal sein könne. — An das Referat schloß sich eine Diskussion an, 
deren wesentlicher Inhalt auf Seite 293/294 wiedergegeben ist. E. Löffler. 


Kempski, Jürgen von: C. 8. Peirce und die drayoyr) des Aristoteles. Zum 
60. Geburtstag von Prof. W. Britzelmayr. Kontrolliertes Denken, Untersuchun- 
gen zum Logikkalkül und zur Logik der Einzelwissenschaften. S. 56-64. Mün- 
chen: Karl Alber 1951. 

Stupecki, Jerzy: On Aristotelian syllogistie. Studia philosophica 4, 275—300 
(1951). 

Mostowski, Andrzej: A elassifieation of logieal systems. Studia philosophica 4, 
237—274 (1951). 


Suszko, Roman: Canonie axiomatie systems. Studia philosophica 4, 301—330 
(1951). 
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Suetuna, Zyoiti: Über die Grundlagen der Mathematik. II. Proc. Japan Acad. 


27, 389—392 (1951). 


(TeilI, dies. Zbl. 43, 245.) Vorschläge zu einer dem Intuitionismus nahestehen- 
den aktivistischen Interpretation der Grundbegriffe der Mengenlehre und der 
Analysis. H. Scholz. 


Lorenzen, Paul: Algebraische und logistische Untersuehungen über freie 
Verbände. J. symbolic Logie 16, 81—106 (1951). 

In this paper, the author first considers various types of semi-lattices (partially ordered 
sets with cap-operation only) and lattices. The existence of minimal free lattices or semi- 
lattices of such types, over a given partially-ordered set, is established. Using these results, 
or the ideas on which these results are based, the author then shows that the calculus of pro- 
positions and the functional caleulus — including the ramified theory of types but exeluding 
the axiom of reducibility and the axiom of choice — are consistent (non-contradictory). 
These conclusions go beyond Gentzen’s classical results. The proofs presuppose the con- 
sisteney of nonfinitist statements in the metalanguage, including the construction of an 

 auxiliary calculus in which conelusions can be based on an infinite number of premisses. While 
limiting the absolute significance of a consisteney proof, such arguments are of course quite 
<customary in contemporary formal logic. A. Robinson (R.). 

Greniewski, H.: Arithmeties of natural numbers as part of the bi-valued 
propositional ealeulus. Collogquium math. 2, 291—297 (1951). 

Die Problemstellung des Verf. sei an einem Beispiel genauer charakterisiert. 
Er konstruiert einen Ausdruck H des quantifizierten Aussagenkalküls mit den 
Bern Aussagenyariablen 1.11,...4,P:,.-.-:,%, des. (& = 1), der für 
jede Belegung @ der Aussagenvariablen t.+ı, ..., 9, durch O (falsch) oder 1 (wahr) 
genau dann den Wert l annimmt, wenn für die im Dualsystem geschriebenen 
Kahlen oft.11). = olt) = PD.) .- P(P}) + 9 (9) eo elltalz BeIoli > 
101 +110 für «=3). Verf. bezeichnet einen derartigen Ausdruck durch 
Er. = D:.-P, H9Q2...g, oder systematisch kürzer durch 7. = RR +% 
und definiert ihn induktiv über «: 


Tı = P+Q5 (un=M-M-(h=mgaHtpg), 
Tr = Pı + Qa=2 (nebıe = Pr + get N: ("T=P+Q) 


: 
mit der Abkürzung tn =p+g+r für (u=(p+g-(-+r)-(p-+r))- 
=(p=gJ=r) (=- er '3 geben die Äquivalenz, Konjunktion, Alter- 
native, Negation, Partikularisation wieder). Verf. behandelt ferner die Addition 
einer &- zu einer ß-stelligen Zahl und gibt entsprechend Definitionen für Multi- 
plikation und Potenzierung. Anwendungen auf Relais und elektronische Rechen- 
maschinen sollen folgen. H. Hermes. 


Los, J.: An algebraie proof of completeness for the twovalued propositional 
ealeulus. Colloguium math. 2, 236—240 (1951). 

Konstruktion eines maximalen Ideals in der nach Lindenbaum dem 
zweiwertigen Aussagenkalkül zugeordneten Booleschen Algebra (vgl. auch Ra- 
siowa-Sikorski, dies. Zbl. 40, 293). G. Hasenjaeger. 


Rasiowa, H. and R. Sikorski: A proof of the Skolem-Löwenheim theorem. 
Fundamenta Math. 38, 230—232 (1951). 

Die Beweismethode der Verff. für den Gödelschen Vollständigkeitssatz 
(dies. Zbl. 40, 293) wird auf widerspruchsfreie Mengen von Ausdrücken über- 
tragen. Imp und Aeq werden sinngemäß durch die Ableitbarkeit aus M erklärt 
(es versteht sich, daß diese Ableitbarkeit so zu erklären ist, daß das Deduktions- 
theorem gilt, obwohl dies erst für die Umkehrung von Belang ist). — Die Be- 
nennung des Satzes ist irreführend, da erst Gödel zur scharfen Gegenüberstellung 
von „widerspruchsfrei‘‘ und ‚‚erfüllbar‘‘ gelangt ist. @. Hasenjaeger. 


296 


Rose, Alan: The degree of completeness of a partial system of the 2-valued pro- 


positional caleulus. Math. Z. 54, 181—183 (1951). 


L sei ein System einer formalisierten Logik. L heiße S-vollständig (vollständig im seman- 


tischen Sinne), wenn die Satzmenge von L zusammenfällt mit der Menge der L-Identitäten. 


L heiße S*-vollständig (vollständig im syntaktischen oder Postschen Sinne), wenn durch 
Adjungierung eines unbeweisbaren L-Ausdrucks zu den L-Axiomen jeder L-Ausdruck be- 


weisbar wird, also L widerspruchsvoll. Unter dem Vollständigkeitsgrad eines L-Systems werde 
mit A. Tarski die Anzahl der L umfassenden Systeme verstanden (mit dem Zusatz, dab 
jedes System sich selbst umfaßt). Im allgemeinen Falle zieht die S*-Vollständigkeit von L 


die S-Vollständigkeit von L nach sich; aber nicht umgekehrt. Eine nichttriviale Ausnahme 


ist der folgende Fall. L’ sei ein Teilsystem des Aussagenkalküls mit folgenden Eigenschaften: 
(1) L’ ist 8-vollständig. (2) Die Implikation ist in Z mit Hilfe der L-Konstanten definierbar. 
(3) Als Ableitungsregeln sind die Einsetzung und die Abtrennung zugelassen. — Dann ist, 
wie der Verf. in einer früheren Studie (dies. Zbl. 43, 8) gezeigt hat, L’ auch 8*-vollständig. 


In dem vorliegenden Beitrag wird folgendes gezeigt: Ersetzt man (2) durch (2a): Die einzigen 


Konstanten von L’ sind die Äquivalenzrelation und ihr Negat, und ändert man durch Über- 


gang von (3) zu (3a) die Abtrennungsregel so ab, daß aus + H undH H >09 folgt - ©, 


so hat das hierdurch aus L’ erzeugte System L’’ den Vollständigkeitsgrad 3. Dieses Theorem 
ist eine Verschärfung eines Theorems, das E.C. Mihailescu (dies. Zbl. 18, 1) für eine von 
ihm erarbeitete Axiomatisierung von L’’ hat zeigen können: L’ ist $-, aber nicht S*-voll- 
ständig. H. Scholz. 

Los, Jerzy: Über logische Matrizen. Trav. Soc. Sci. Lett. Wroclaw, Ser. B., 
Nr. 19, 42 S. (1949) [Polnisch]. 

Die letzten wesentlichen Beiträge zur Matrizentheorie stammen von M. Wajsberg 
(dies. Zbl. 13, 97, 289). Wajsberg ist ein Opfer des Krieges geworden. In gleichem Range 
mit diesen noch nicht ausgeschöpften Arbeiten ist jetzt die vorliegende Studie zu nennen. 
Sie ist in der mustermäßigen Art der Warschauer Schule verfaßt. Sie fußt auf der Termino- 
logie dieser Schule. 42 Definitionen, 15 Lemmata, 34 Theoreme, verteilt auf vier Abschnitte: 
I. Grundlegende Definitionen und Theoreme. Theorie der Lindenbaumschen Matrizen. 
11. Einige Konsequenzen der Theorie der Lindenbaumschen Matrizen. III. Über die gegen- 
seitige Definierbarkeit von logischen Funktoren. Theorie der funktionalen Matrizen. IV. Alge- 
braische Matrizen. — Ein Referat ist in diesem Falle nicht möglich ; denn die Arbeit ist selbst 


schon so komprimiert, daß sie durchbuchstabiert werden muß und nicht noch einmal kom- | 


primiert werden kann. Es sei hier nur bemerkt, daß die Lindenbaumschen Matrizen in un- 


mittelbarem Zusammenhang stehen mit dem Lindenbaumschen Theorem, das besagt, daß es | 


zu jedem System von aussagenlogischen Ausdrücken, das in bezug auf die Einsetzung ab- 
geschlossen ist, eine höchstens abzählbare adäquate Matrix gibt. Ein Analogon hierzu wird 
in IV. (th. 31) bewiesen für algebraische Matrizen, die als Verallgemeinerung der logischen 
Matrizen eingeführt werden. — Es würde dringend zu wünschen sein, daß diese Beiträge für 
ein größeres Publikum in eine Weltsprache übertragen würden, und womöglich in einer etwas 
weniger komprimierten Darbietung. H. Scholz. 


Wang, Hao: Arithmetie models for formal systems. Methodos 3, 217—232 
(1951). 

Zur Theorie der Modelle eines formalen Systems S, in einem System S,, wobei ins- 
besondere die Abhängigkeit vom Charakter (syntaktisch bzw. semantisch) des Satzbegriffs 
von ö, diskutiert wird. — Eine effektive Methode zur Ersetzung der Grundsymbole (speziell: 
Prädikate) von 8, durch entsprechend definierte Symbole von 8, (nicht etwa: deren Designate) 
heiße: (1) ein „Modell,“ von 8, in S,, wenn dabei die (beweisbaren) Sätze von 8, in beweisbare 
Sätze von S, übergehen, (2) ein „„Modell,‘“ von 8, in S,, wenn dabei die Sätze von S, in wahre 
Aussagen (allgemeingültige Aussageformen) übergehen. Z sei das System der Arithmetik 
aus Hilbert-Bernays’ „Grundlagen der Mathematik“ (HB) I, p. 371 (Berlin 1934, dies. 
Zbl. 9, 145) (ggf. ergänzt durch die „natürliche‘“ Wahrheitsdefinition), Zs das aus Z durch 
Hinzunahme einer Aussage Con(S), welche via Arithmetisierung die Widerspruchsfreiheit 
von S ausdrückt, als Axiom entstehende formale System. — Verf. zeigt Th. 1: Jedes System 8 
hat ein Modell, in Zs. [Dieses Theorem wurde vom Verf. 1950 ohne ausgeführten Beweis 
angegeben (dies. Zbl. 3%, 296: Th. 5).] — Th. 2: Jedes widerspruchsfreie System 8 hat ein 
Modell, in Z [da in diesem Falle Con($) wahr ist]. — Der Beweis von Th. 1 wird durch Über- 
setzung von S in den Prädikatenkalkül zurückgeführt auf Th. 3: Für widerspruchsfreie 8 
sind in Zs solche Prädikate definierbar, durch deren Einsetzung für die Grundbegriffe von 8 
die (evtl. unendlich vielen) Axiome von $ in beweisbare Aussagen von Zs übergehen. Der 
Beweis ergibt sich durch Übertragung von HB II $4, 2 (Berlin 1939, dies. Zbl. 20, 193) in 
Verbindung mit SatzIX in Gödels Arbeit [Monatsh. Math. Phys. 3%, 349-360 (1930)]. — 
Die Arbeit schließt mit einer allgemeinen Diskussion von Eigenschaften formaler Systeme 
und ihrer Modelle. @. Hasenjaeger. 
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Bernays, Paul: Über das Induktionsschema in der rekursiven Zahlentheorie. 
- Zum 60. Geburtstag von Prof. W. Britzelmayr. Kontrolliertes Denken, Unter- 
suchungen zum Logikkalkül und zur Logik der Einzelwissenschaften. S. 10—17. 
München: Kommissions-Verlag Karl Alber 1951. 
Die von Skolem 1950 (dies. Zbl. 36, 7) aufgeworfene Frage, ob für die 
rekursive Arithmetik das Induktionsschema 
(1) AN) ar 2 durch das Schema (2) 2) an In) 
ersetzt werden könne, wird hier unter der Voraussetzung bejaht, daß ein Term 
alm,n) eingeführt sei mt m=en—>alm,n)=0, m#n—alkm,n)=|1. 
Zunächst ergibt sich mit Hilfe von a(m, n) aus (2) das Schema (3) ae 
Ferner läßt sich jeder Formel A (n) ein Term f(r) zuordnen mit A(n) =— f(n)=0. 
Mit a(n) = a(n, 0), B(n) = 1--a(n) wird eine Funktion g eingeführt durch 
9(0) = 1,g(n’) = g(n) - B(f(n)). Aus A(0) und A(n) > A(n’) folgt dann g(l)=1, 
g(n’’)= g(n’), also g(n’)=1 nach (3). Hieraus folgt B(f(n)) #0, f(n) = 0 
und A(n). P. Lorenzen. 


. Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra. Polynome. Invariantentheorie: 


@ Perron, Oskar: Algebra. I: Die Grundlagen. (Göschens Lehrbücherei. 
1. Gruppe. Band 8.) 3. verb. Aufl. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1951. 300 8. 
4 Fig. DM 16,—. 

e Perron, Oskar: Algebra. II: Theorie der algebraischen Gleichungen. 
(Göschens Lehrbücherei. 1. Gruppe. Band 9.) 3. verb. Aufl. Berlin: Walter de 
Gruyter & Co. 1951. 260 S. 5Fig. DM 14,—. 

Anastatischer Neudruck der zweiten Auflage. Eine Reihe kleiner Ände- 
rungen und Verbesserungen wurde angebiacht, insbesondere S. 149f. ein ele- 
ganter, auf Cauchy zurückgehender zweiter Beweis des Fundamentalsatzes 
über symmetrische Funktionen eingefügt. H. L. Schmid. 

Töyama, Hiraku: On ecommutators of matrices. Ködai math. Sem. Reports 
1949, 81—82 (1949). 

“ L’A. donne une demonstration @l&mentaire du fait-ci-apres. Tout element 
d’un des groupes suivants est un commutateur: le groupe unitaire unimodulaire, 
le groupe simplectique unitaire et le groupe orthogonal special & trois variables 
au moins. P. Dedecker. 

ishag, M.: A note on Hadamard matrices. Ganita 1, 65—67 (1951). 

Verf. betrachtet quadratische Matrizen, von denen nur wesentlich ist, daß 
sie reelle Elemente haben und die Beziehung A A'=nB (A ist die transponierte 
Matrix, E die Einheitsmatrix) erfüllen. Er beweist etwas umständlich, daß jede 
charakteristische Wurzel von A den Betrag Jn hat und daß gleichzeitig mit A 
auch n/A charakteristische Wurzel ist. Das folgt aber unmittelbar daraus, daß 


"n-V? A eine orthogonale Matrix ist. W. Gröbner. 
Brenner, J.: The problem of unitary equivalence. Acta Math. 86, 297—308 
(1951). 


Zwei komplexe quadratische Matrizen A, B gleichen Grades n heißen 
unitär-ähnlich, falls eine unitäre Transformierende U existiert: U*HAU = B mit 
U*U=E, worin U* die Transponiert-konjugierte zu Ü bezeichnet. Kennzeichnende 
Invarianten dieses Äquivalenzbegriffes sind bisher wohl nicht bekannt. Verf. 
schlägt einen induktiven Weg ein, um dieses Problem zu behandeln, der in einem 
Referat nur unzureichend geschildert werden kann, so daß auf die Arbeit selbst 
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verwiesen werden muß. Der Grundgedanke ist die Bestimmung einer kanonischen 
unitär-ähnlichen Matrix A, = V*AV in einer eindeutig bestimmten, durch Fall- 
unterscheidungen erschwerten Methode, die genau bei unitär-ähnlichen Matrizen 
A,B zur gleichen kanonischen Form A, = B, führt. W. Specht. 

Turnbull, H. W. and A.H. Wallace: Clebsch-Aronhold symbols and the 
theory of symmetrie functions. Proc. Roy. Soc. Edinburgh, Sect. A 63, 155—173 
(1951). 


Eine quadratische Matrix A= (ax) wird in der durch Clebsch und Aronhold ein- 


geführten Weise durch Symbole ai, ax dargestellt, für die «x = a: ax. Eine Transformation 
HAH-! kann dann dargestellt werden durch lineare, zueinander kontragrediente Transforma- 
tionen der a; und der ax. Die Invarianten der Matrix gegenüber solchen Transformationen 
sind alle und nur die symmetrischen Funktionen der Wurzeln o; der charakteristischen Glei- 
chung von A, und jeder Satz über symmetrische Funktionen kann auf diese Weise mit den 


Mitteln der Invariantentheorie gewonnen werden. So sind die Potenzsummen die Spuren der | 


Potenzen von A, die elementar-symmetrischen Funktionen sind im wesentlichen Determi- 
r 


nanten aus den inneren Produkten > a: Bi. Die r-te vollständige homogene symmetrische 


Funktion ist bekanntlich I @i, ®i,*"" @,, wo die Summe über alle Systeme ganzer Zahlen 
is... ir mit % <r zu erstrecken ist, unter denen auch gleiche vorkommen dürfen. Die voll- 
ständigen homogenen symmetrischen Funktionen sind im wesentlichen gleich den ‚„Perma- 
nenten‘‘ der Matrix; sie entstehen aus der Determinante, wenn manin der Summendarstellung 
jedes Glied mit dem positiven Vorzeichen ausstattet. Durch einfache Rechnungen nach den 
Regeln der Invariantentheorie folgen leicht die Newtonschen und Brioschischen Formeln, 
und die Wronskischen Beziehungen zwischen den elementar-symmetrischen und den voll- 


ständigen symmetrischen Funktionen erscheinen als äquivalent den Muirschen Beziehungen ' 


zwischen den Determinanten und den Permanenten. Verff. üben ihre Methode noch aus auf 
die „h-Bialternanten‘, gewisse aus den vollständigen symmetrischen Funktionen zusammen- 
gesetzte Determinanten. O.-H. Keller. 

Barankin, Edward W.: On systems of linear equations, with applications to 
linear programming and the theory of tests of statistical hypotheses. Univ. California 
Publ. Statist. 1, 161—214 (1951). 

For a given set %,, %,.. ., ur of vectors and a set c,,.... cr of constants 
the author considers the problem of maximizing and minimizing the linear 
function L(x) = fo; x; over the set X ofallx=(z,...,%) with ;>0 and 
u = Yimıu,. IE X is not empty and a, = super L(x) and ß,=infzexL(e) are 
finite, there is a unique finite set &,,..., %,in X such that each x; has a minimal 
set of positive coordinates; every x X has a representation =y+ Di pr X, 
where io y=0and Yim=1.E uw =0and ;> 0 imply ;=0and 
if > 0, X is non-empty if and only if there is a positive M with (1) (u,, ®) < 
M max (w;,v) for all v; moreover if X is non-empty, M satisfies (1) for all v if 


i=1,..., 

and only if ßf, < M < a,. Under the hypotheses of the preceding sentence, further 
detailed results concerning the structure of X are obtained. — Among the appli- 
cations to testing hypotheses.is the following. IF m,,..., m, are probability 
measures on a finite space (2, a necessary condition that a vector v — (O2 Sa 
belong to R, the convex hull of the range of the vector measure m = (m,, . . ., My), 


N 
is that there exist a positive M with Dt; = Mmaz I, m;(o) for all 
—1 wel jei 
EN RS - D. Blackwell (R.). 
Remez, E.R.: Über CebySevsche Annäherungen im Komplexen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n.S. 77, 965—968 (1951) [Russisch]. 
| Es seien lineare Gleichungen fr) = am ı + Fon nel gegeben, 
die miteinander unverträglich sind; die Koeffizienten seien komplex. Verf. 
fragt: nach den Lösungen {z} von max|/; — fı| = min. (Das reelle Problem hat 
er früher behandelt, dies. Zbl. 13, 108.) Er teilt einige Ergebnisse hierzu mit: 
Bedingungen dafür, daß die Abweichungen ö. = Ik — fr(z) ein „limitierendes“ 
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System bilden, Reduktion des Ausgangssystems auf ein System mit endlich 
“vielen Gleichungen, eine Bedingung für das Lösungssystem {z}, Beziehungen 
zwischen einer bekannten Lösung und anderen Lösungen. W. Hahn. 
Kössler, Milos: Simple Dar Czechosl. math. J. 1 (76), 5—15 (1951). 
Let P@e)=2 +, 2 +, +:..:4+,2%, l@n | >0, be.a simple poly- 
nomial in and on the closed circle |z |< 1, that is, there is an r > 1 such that 
Pie) + P(z,) for 2, #2, |a|<r, || < r. Here it is shown that P(z) is simple 
for |2|< 1 if and only if the resultant R(u) of an associated system of equations 
E. not vanish identically and has no real root lying in the interval —2 <u<2. 
‘These necessary and sufficient conditions are discussed for P(z) =2- a,2? + 32°. 
Higher degree equations are also considered. E. Frank. 


Markoviteh, D.: La methode de E. Galois et la resolution des &quations alg6- 
'briques. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie, 2, Nr. 3/4, 73—80 und französ. Zu- 
sammenfass. S0 (1950) [Serbisch]. 

L’A. expose le röle que joue la theorie des groupes de substitutions dans la resolution 
‚des equations algebriques, en montrant la fecondite des idees de Galois. L’article a le 
caractere d’information. Autoreferat. 

„Taussky, Olga: Bounds for characteristie roots of matrices. II. J. Res. nat. 
Bur. Standards 46, 124—125 (1951). 

(Teil I, dies. Zbl. 31, 244.) Bekanntlich liegt jeder Eigenwert } einer kom- 
plexen n x n-Matrix A = (a;;,) im mindestens einer der n Kreisscheiben 
12 —- a;|< N ja;.|. Verf. zeigt: Wenn A eine unzerlegbare Matrix mit nicht 

k+i 


negativen Elementen ist, wenn ferner A die Maximalwurzel von A ist und allen n 
Kreisscheiben angehört, so liegt } auf dem Rand von mindestens zwei dieser 
Kreisscheiben. — Die weiteren Ergebnisse sind inzwisehen durch eine Arbeit 
von P. Stein (dies. Zbl. 49, 10) überholt worden. H. Wielandt. 


Biernacki, Mjeezystaw: Neue Untersuchungen über die Geometrie der Null- 
stellen von Polynomen. Dodatek Rocznika polsk. Towarz. mat. 22, 8—16 (1950) 
[Polnisch]. 

C’est une revue des resultats publies apres l’annde 1938 sur la geometrie 
des zeros des polynömes. Les resultats nouveaux concernent soit des differentes 
generalisations des proprietes connues soit des proprietes nouvelles de l’ensemble 


des zeros. Voici une de ces dernieres proprietes: Soient &,, %g, - : :, %n les zeros 
du polynöme u +4, 2+:-:+ 0,2” et %, Yar ++, Ym CeUX d’un polynöme 
db, +b12 +: + 512”, ou ii = le: pour =0,1,..,,n. Lorsque || = 
Den.g|,l et Iyleligls- |yn| alors on a Tinggalite |yal/\ar| < 
Baia Elf pourk=1,2,...,,n. LA. cite des rösultats sans citer la litterature 
correspondante. F. Leja. 


Gruppentheorie: 


MacLane, Saunders: Duality for groups. Bull. Amer. math. Soc. 56, 485—516 
(1950). 

In this address the author presents and develops in full detail his formu- 
lation of the duality relations of group theory in terms of bicategories (cf. his 
first paper on this subject, this Zbl. 31, 247). W. H. Cockcroft. 


Tamari, Dov: Sur ’immersion d’un semi-groupe topologique dans un groupe 
topologique. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et theorie 
des nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 1949), 217—221 (1950). 

L’A. considere des semi-groupes topologiques, c’est-a-dire des semi-groupes 
munis d’une topologie par rapport a laquelle la multiplication est continue. 11 
donne une condition n6cessaire et suffisante pour qu’un tel semi-groupe 8 soit 


300 


immersible dans un groupe topologique dont la topologie induise sur S la topologie 
de 8. II 6tablit ensuite qu’un anneau topologique est immersible dans un corpeie 
topologique si et seulement si son demi-groupe multiplicatif topologique est im. 
mersible dans un groupe topologique. R. Croisot. 


Tamari, Dov: Repr6sentations isomorphes par des systemes de relations.) 
Systömes assoeiatifs. ©. r. Acad. Sei., Paris 232, 1332—1334 (1951). | 

Construction derepresentation de syst£mes multiplicatifs quelconquesä Yaider 
de systemes de relations binaires deux & deux disjointes. L’A. demontre, graceif 
au contre-exemple fourni par une representation du systeme nonassociatif a unlf 
generateur libre que, dans l’@nonce du theoreme se trouvant dans une note duif 
rapporteur (ce Zbl. 38, 151) le mot ‚‚groupe‘‘ doit &tre remplace par le mot ‚‚quasi-/ff 
groupe“ l’associativite n’6tant pas necessairement satisfaite. Cependant l’enonee | 
primitif est valable & condition de supposer que la relation vide ne peut jamaist 
&tre obtenue par composition de trois relations quelconques. J. Riguet. 


Petropavlovskaja, R. V.: Über die Zerlegbarkeit des Verbandes der Untersysteme 
eines assoziativen Systems in eine direkte Summe. Doklady Akad. Nauk SSSR, | 
n. Ser. 81, 999—1002 (1951) [Russisch]. 

Si un systeme associatif (autrement dit un demi-groupe c’est-A-dire un en- 
semble muni d’une loi partout d6finie) possede un idempotent inclus dans tout sous- 
demi-groupe, l’ensemble de ses sous-demi-groupes non vides constitue un treillis } 
complet. — L’A. 6nonce ici sans demonstration trois th&orömes relatifs & la 
decomposabilit& de ce treillis complet en somme directe de sous-treillis, qui 
generalisent des r&sultats connus pour les groupes. En particulier, l’un de ces 
th&oremes permet de donner une demonstration du fait que le treillis des sous- |} 
groupes d’un groupe fini @ est somme directe de sous-treillis si, et seulement si, @ || 
est produit direct de sous-groupes d’ordres premiers entre eux independamment 
de celle due & Iwasawa [J. Fac. Sei., Univ. Tokyo, Sect. I, 4, 171—199 (1941)] 
et Jones [Duke math. J. 12, 541—560 (1945)]. J. Riguet. || 


Petropavlovskaja, R. V.: Über die Bestimmbarkeit einer Gruppe durch die | 
Struktur ihrer Teilsysteme. Mat. Sbornik, n. Ser. 29 (71), 63—78 (1951) [Russisch]. | 

G etant un groupe, on designera par L(G) la lattice de ses sous-groupes. Z etant un demi- | 
groupe (appele aussi syst&me associatif, c’est-A-dire un ensemble muni d’une loi partout definie | 
associative) on designera par M(E) la lattice de ses sous-demi-groupes (l’ensemble vide est | 
consider comme sous-demi-groupe). On montre (Th. 1.9) que G etant un groupe et Z un demi- 
groupe contenant au moins un element d’ordre infini, l’isomorphisme de M(E) et de M(@) 
implique que E est un groupe. De plus (Th. 1.8) G et G, &tant deux groupes, tout isomorphisme | 
de M (G) sur M (G,) a une restriction qui est un isomorphisme de L(G) sur L(G,). R. Baer (ce | 
Zb1.20, 347) a montre que si G est un groupe abelien contenant au moins deux el&ments lingaire- 
ment independants d’ordre infini, @ est defini & un isomorphisme pres par L(G) (c’est-ä-dire 
l’isomorphisme de L(G@) et L(G,) entraine l’isomorphisme de @ et G,). L’impossibilite d’&tendre | 
ce resultat & tous les groupes abeliens avait amen& Kurosh (Theorie des groupes, Moscou- 
Leningrad 1944) a souhaiter l’&tude d’autres invariants de G@ par exemple M (G). C’est ce qui 
est fait ici, ot l’on demontre (Th. 2.9) que si@ est un groupe abelien ayant au moins un element 
d’ordre infini, @ est defini & un isomorphisme pres par M (G) et que, si @, est un groupe, tout 
isomorphisme de M (G) sur M (@,) se prolonge en un isomorphisme de @ sur G,. De plus, si @ 
est un groupe dont tous les el&ments d’ordre infini sont deux a deux permutables et qui possede 
deux sous-groupes cycliques d’ordre infini n’ayant en commun que l’el&ment neutre et si &% 
est un groupe quelcongue, on demontre (Th. 3.8) que tout isomorphisme de L(@) sur L(G,) se 
prolonge en un isomorphisme de M (@G) sur M (G,). En combinant ce resultat avec celui enonce 
ci-desus (Th.2.9) on retrouve immediatement le theor&me de Baer signale plushaut. J. Riguet. 


Skolem, Th.: Teilbarkeitstheorie in einigen kommutativen Halbgruppen. Norsk 
mat. Tidsskr. 33, 82—88 (1951) [Norwegisch]. 

On considere iei un semi-groupe abelien S (autrement dit un ensemble muni 
d’une loi partout definie associative) pour lequel la relation binaire de divisibilite 
(notee x|y) satisfait & la condition des chaines ascendentes et &: ar | — 2 
et tel qu’il existe un nombre entier positif h, tel que le plus grand commun diviseur 
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(2*, y%) de x* et y% existe toujours et satisfaisse & (a"h, ymk) — (xR, yhn, (Par 
ie le semi-groupe multiplicatif constitu& par tous les entiers = 0 d’une ex- 
tension algebrique satisfait & ces conditions.) L’A. generalise & un tel semi- 
groupe S les proprietes de la divisibilit6 et du p.g.c.d. qu’il avait &tablies 
anterieurement pour le cas A = 1 [Norske Vid. Selsk. Forhdl. 24, n° 10 (1951)]. 
J. Riguet. 

Clifford, A. H.: Semigroups without nilpotent ideals. Amer. J. Math. 71, 
834—844 (1949). 

Verf. verallgemeinert die Resultate einer früheren Arbeit /dies. Zbl. 38, 11) 
für Halbgruppen S, die ein Nullelement 0, aber keine nilpotenten Ideale besitzen. 
Ein Ideal in 8 soll minimal heißen, wenn es vom Nullideal (0) verschieden ist, 
aber außer (0) kein Ideal echt enthält. Die interessantesten Resultate sind: 
1. Ist M in einer solchen S ein minimales zweiseitiges Ideal, das mindestens ein 
minimales Links- und ein minimales Rechtsideal von S enthält, so ist M eine 
vollständig einfache (completely simple) Halbgruppe im Sinne von D. Rees. 
2. Enthält jedes zweiseitige Ideal von $ ein minimales Links- und Rechtsideal 
von 8, so besitzt jedes minimale Linksideal Z = (0) ein idempotentes Element 
e-=+ % und es gilt L= Se, falls Z minimal ist. 3. Es sei $ eine Halbgruppe mit 
einem nichtleeren Durchschnitt aller zweiseitigen Ideale, d.h. mit einem Susch- 
kewitsch-Kern K, die ein maximales K-potentes Ideal R (R"CK) (R= das 
Radikal der Halbgruppe im Schwarzschen Sinne) enthält; dann ist in der Diffe- 
renzhalbgruppe S — R kein nilpotentes Ideal vorhanden. L. Fuchs. 


Chen, Kuo-Tsai: Integration in free groups. Ann. of Math., II. Ser. 54, 147—162 
(1951). 

Let F be a free group with generators {},,A,,...}. Inthe euclidean space Fx = {x , 29, - - +} 
of dimension equal to rank F, interpret /; as the unit vector along the z;-axis, and form the 
polygonal path wW=P,P,P, ... Pı corresponding to the reduced word w of F, w= I Ij-ı A,’ 


with the abbreviation P,= Ni-ı8 hi,. For an arbitrary polynomial function f, the functional 


fe ft x) dx; is defined. Certain invariants of a group with a finite number of generators and 
> ARE are obtained, and shown to be effectively computable, by studying the class of 


these functionals. Let F’(d) be the collection of elements of « € F such that the functional de 
‚above is 0 for all polynomials f(x) of degree d — 1 or less. Let F, be the n-th commutator 
subgroup: FA =F, F„+1 =[F,„, F]. Theorem: F’(d) is identical with F(d) = Fa [F,, F,]. 
‚Let N be a normal subgroup of #, G=F/N. Then the relation 


| [F(ay/F(d + FA) N) Fld + 1)/F(d + 1)] > G(a)/@(d + 1 


‚'holds. Betti numbers and torsion numbers are computed for groups @(d Re +1) which 
‚arise from particular links. The following theorem is of interest in connection with R.H. Fox’ 
free differentiation [Bull. Amer. math. Soc. 50, 143—160 (1944)]: [F,, F,] =F(2) N F(3) N 

J. L. Brenner. 


Yoshizawa, Hisaaki: Some remarks on unitary representations of the free group. 
; saka math. J. 3, 55—63 (1951). 


The author discusses three ‚‚pathological‘‘ phenomena in the theory of unitary represen- 
Itations. Write F for a locally compact group which, qua abstract group, is free on two genera- 
tors. Then 1) he shows that the following property (X) considered by Godement (this Zbl. 
31, 359) does not hold in F. (K): The constant 1 can be approximated uniformly on every 
compact subset of @ by the convolution ‚of L? functions with their adjoints [i. e. functions of 


the form f * fire L?(G))]. — 2) Let P, be the set of positive definite functions f such that 
f(e) =1onF (eis the unit element of F). If P, is taken with the topology of ordinary conver- 
gence, then there is . ae representation U (s) and a subset 4 of P, such that the set 
Pr of functions (U (s)9, 9) (p € H) is dense in P,. By an example the author shows that Pr 
need not be closed in Fe uniform topology. — 3) A direct decomposition of the regular re- 
presentation of F into its irreducible constituents is given by using a maximal commutative 
subgroup of F. By choosing a different maximal commutative subgroup the author obtains 
another direct decomposition in which no constituent is equivalent to any constituent of the 
first decomposition. P. M. Cohn. 
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Steinberg, R.: A geometrie approach to the representations of the full linea 
group over a Galeis field. Trans. Amer. math. Soc. 71, 274—282 (1951). 

Verf. studiert eine Reihe von irreduziblen Darstellungen der vollen linearen 
Gruppe des Grades n über einem endlichen Körper mit g= »: Elementen. Für 
eine dieser Darstellungen bestimmt er explizit die Charaktere. Die entwickelte 
Theorie hängt eng mit der Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe zu-; 
sammen. L. Kaloujnine. 


Michiura, Tadashi: Commutativity in simply ordered groups. J. Osaka Inst. 
Sci. Technol., Part I 3, 39—41 (1951). 

This note purports to prove the ‚„theorem‘ that a fully ordered group is! 
abelian if every two elements with bounded powers commute. The last sentence 
of the proof (‚It can readily be seen that... .‘‘) does not carry conviction. In! 
fact the ‚‚theorem“ is false. A counterexample is provided by the group of lexico-; 
graphically ordered triplets (a, b, c) of integers with multiplication defined by 


(a,d,c) (a,b,ce)=(a+ta,bFb,ab+c-+e). | 
All elements of the form (0, b, c) have all their powers bounded by (1, 0,0), and 
they commute; but the elements (1, 0,0) and (0, 1,0) do not. B.H. Neumann. 


Sanov, I. N.: Über ein System von Relationen in periodischen Gruppen mit 
einer Primzahlpotenz als Periode. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15. 
477—502 (1951) [Russisch]. 

Verf. studiert Beziehungen zwischen Kommutatorformen und p-Potenzen in p-Gruppen. 
Solche Untersuchungen sind bekanntlich für die Entscheidung über das Burnsidesche Problem 
von großer Bedeutung. Seinerzeit haben Zassenhaus (dies. Zbl. 21, 200) und besonders 
Grün (dies. Zbl. 25, 300) eine Reihe von Identitäten für höhere Kommutatorformen in 
»-Gruppen abgeleitet. Wie Verf. anführt, sollen in der Grünschen Arbeit in einigen Beweisen 
Fehler enthalten sein; bei den Resultaten war es unbekannt, ob es die bestmöglichen sind oder 
nicht. Diese Tatsachen hätten ihn veranlaßt, mit Hilfe einer anderen Methode Relationen 
zwischen Kommutator- und Potenzbildungen in p-Gruppen abzuleiten. Für die Formulierung 
der Resultate mögen die folgenden Bezeichnungen gelten: © sei eine Gruppe; ©; sei das i-te 
Glied der absteigenden Zentralreihe von ©; ($, T) = STS-!T-! sei der Kommutator vor 
S und 7; rekurrent sei das Symbol ($, 7, n) definiert, und zwar ($,T,1)=(8,T) und 
(8, T,n)= ((8, T,n — 1), T); ©(p“) sei die Untergruppe von ©, die von den p“-ten Po-ı 
tenzen der Elemente von ® erzeugt wird (p ist eine Primzahl). Verf. beweist die folgendenf 
Relationen: Ist Um € &„, und V € ©, so gilt 

(Um, V,v(p® — pr)) VP’P” = 1(6(p°) &,) für v=0,1,2,... 

mit g= min(pm + 1,2m + v(p” — p’-})) und 
(Un, V,v(p® — pr)’ = 1(6(p°) ©.) mit = min(pm +1,2m + v(p® — pe). 
Als Spezialfall erhält man die folgende Kongruenzen: U,V€E®, (U, Vo» — 1” =] 
(&(p“) ©,7”+1). An Hand einer Tabelle werden die Resultate für kleine numerische Werte mit 
entsprechenden Resultaten aus der Grünschen Arbeit verglichen. Daraus geht hervor, daß 
die Resultate des Verf. erheblich schärfer sind. Der Beweis der Relationen benutzt die Methode 
der formalen Potenzreihen in nichtkommutativen Unbestimmten. Durch verschiedene 
rechnerische Kunstgriffe wird die Untersuchung zurückgeführt auf das Studium von spe- 
ziellen Idealen im Ring der Polynome in einer Unbestimmten über dem Ring der ganzen 
rationalen Zahlen. Die Untersuchung dieser Ideale bildet den Hauptinhalt des Beweises. | 
L. Kaloujnine. | 

Cobbe, Anne P.: Some algebraie properties of erossed modules. Quart. J.| 
Math., Oxford II. Ser. 2, 269—285 (1951). | 

A crossed module 8x X — ® is an additive, but not necessarily Abelian, group X 
together with homomorphisms t: © > A(X)and $: X — © such that B))y=2+y— x, 
P(Px)=YPBxp—! for all x, yEX, ED where (px denotes the image of x under the au 


morphism z 9). Given such a crossed module we have the exact sequence 0 > @ Be: 4 
Q — 1, where A is the identity homomorphism of the kernel @ of the erossed module into ij 


and o is the natural homomorphism of ® onto Q= ®/ß X. Thus if h: A(X) — A(X)/I(X) 
denotes the natural homomorphism of the group of automorphisms of X onto the group © 

automorphism classes of X, we obtain from 6x X — ® the Q-kernel (X,6), i.e. a homo- 
morphism 0: Q > A(X)/I(X), defined bye =hr. In this case (X, 6) is said to berelated 
to the erossed module 8 x X — ® with kernel @. The author first gives necessary and suffi- 
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 eient conditions for a given Q-kernel (X, 6) to be related to a crossed module gx X — ® with 
kernel @. The author’s second objective is a classification of striet isomorphiem classes of 
erossed modules related to a given class of Q-kernels (x X — ® and 8,xX > ®, are strietly 
isomorphic if there exists u: ®D=-@®, with ua=r, fi = uß). The author informs the re- 
viewer that there is an error in Lemma 5 and hence Theorem 2A is not proven. 
W. H. Cockeroft. 
Krasner, Mare et Leo Kaloujnine: Produit complet des groupes de permutations 
et probleme d’extension de groupes. III. Acta sci. math. 14, 69—82 (1951). 
Teil I, II (dies. Zbl. 41. 158) und III sind die ausführliche Darstellung der 
Ergebnisse einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 38, 162). O. Grün. 


@e Almeida Costa, A.: Abelsche Gruppen, nicht-kommutative Ringe und Ideale, 
hyperkomplexe Systeme und Darstellungen. Bd. Il.: Hyperkomplexe Systeme und 
Darstellungen. (Publicacoes do Centro de Estudos Matemäticos No. 19.) Pörto: 
Centro de Estudos Matemäticos, Faculdade de Ci@ncias do Pörto 1948. X, 518, 
XIII S., hektographiert [Portugiesisch]. 

(Partie premiere ce Zbl. 28, 200.) Exposition claire et detaill&e de la theorie 
des systemes hypercomplexes et de leurs representations qui donne une vue assez 
complete des rösultats acquis et des problemes pos6s & l’epoque ou le livre a te 
termine (1946). L’ouvrage comprend quatre parties. La premiere, Chap. I—IV, 
est Aediee aux anneaux et auxideaux non commutatifs. La deuxieme, Chap. V—VI, 
traite des systemes hypercomplexes: algebres, matrices et algebres simples. Les 
representations des anneaux, des syst&emes hypercomplexes et des groupes, oc- 
cupent la troisieme partie, Chap. VILI—X. Dans la derniere partie, Chap. XI—XII, 
sont etudies les corps de d&composition, la theorie de Galois et les produits croises. 

r G. Ancochea. 

Misina, A. P.: Über vollständige direkte Summen von Abelschen Gruppen 
ohne Torsion vom Range Eins. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.4, 64-70 (1950) [Russisch]. 

If an abelian group @ is the unrestricted (complete) direct sum of torsion- 
free groups A, of rank 1 (where a ranges over an index set M), and if all groups 
are isomorphic, then Baer has proved (this Zbl. 16, 203) that G is completely 
decomposable, that is, the restricted direct sum of groups of rank 1, if and only 
if the index set M is finite or the direct summands A, completely divisible groups. 
If the groups A, are not all isomorphic, then the following result is proved in 
the paper: An abelian group @ which is the complete direct sum of groups A, 
of rank 1 is completely decomposable if and only if among the groups A, there 
is only a finite number of groups that are distinct from the additive group of 
all rational numbers. K. A. Birsch. 

Garnir, H. G.: Theorie de la representation lineaire des groupes alternes. Acad. 
Roy. Belgique, Cl. Sci., Mem., Coll. 8° 26, Nr. 3, 22 p. (1951). 

Fortsetzung einer vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 41, 362) über die symme- 
trische Gruppe $,, in der die Youngsche ‚seminormale‘‘ und ‚orthogonale‘ Dar- 
stellung von S,, hergeleitet wurde. Die seit Frobenius bekannten Resultate werden 
kurz zusammengestellt: Zusammenhang zwischen den Darstellungen von 8, und 
A, und Formeln, nach denen man die Charaktere von A, aus denen von 8, be- 
‚rechnet. Sodann wird, fußend auf Resultaten von Thrall [Duke math. J. 8, 
611—624 (1941)], die Reduktion der zu symmetrischem Young-Schema gehörigen 
Darstellungen (nur hier zerfällt bekanntlich die Darstellung von &,, wenn man 
sich auf A, beschränkt) von der orthogonalen Darstellung ausgehend explizit 
vorgenommen. Als Beispiele werden die Darstellungen der Tetraeder- und Ikosa- 
edergruppe ausführlich besprochen. H. Boerner. 


Mackey, George W.: On induced representations of groups. Amer. J. Math. 73, 
. 576—592 (1951). 


Im ersten Teil dieser Arbeit beweist Verf. den folgenden Fundamentalsatz über die 
induzierten Charaktere einer endlichen Gruppe, der eine Verallgemeinerung eines Satzes 
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von Osima [Proc. Imp. Acad. Tokyo 1%, 411—413 (1941)] ist, und leitet daraus Sätze von 
Frobenius [$8.-Ber. Preuss. Akad. Wiss. 1898, 501—515 (1898)], Shoda (dies. Zbl. %, 197) 
und Artin [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 3, 319—323 (1924)] ab. Der Satz lautet: 
Es seien G, und G, zwei Untergruppen einer endlichen Gruppe ©; L und M ihre Darstel- 
lungen. Man betrachte die Darstellungen s— Lzsa-1, 8 Mysy—ı von a7! GeryT@y | 
für ,yin ®©x &; ihr Kronecker-Produkt N*# und die durch N induzierte Darstellung | 
U‘zv von®. Dann ist U”*v bis auf Äquivalenz durch die Doppelklasse G, xy! @, bestimmt, | 


und die direkte Summe von U”»v über den Doppelklassen ist zum Kronecker-Produkt U? SOU4 

der induzierten Darstellungen U, UM äquivalent. Hieraus folgt: die Verkettungszahl 

D(L,M,x,y)=D(L, M, D)von L,s-ı undM,s-ıhängt nur von der Doppelklasse D=-G, ay-1@, | 

ab, und. 9202, 02, — D/ D(L, M,D). — Im zweiten Teil betrachtet der Verf. dasselbe 
D 


Problem für die lokal-kompakten topologischen Gruppen. Er beweist nämlich: Es seien 6,,@, 
zwei offene und abgeschlossene Untergruppen einer separablen lokal-kompakten Gruppe ©; 
L, M ihre unitäre Darstellungen. Wir betrachten die Darstellungen s> Las, s > Lyss 
von @&-!Q,xry=!@,y und die Verkettungszahl D(M, L, x, y). Dann gilt: D(M,L,x, y) = 
D(M,L,D) hängt nur von der Doppelklasse D=G,xy-!G, ab. DieIndizesvon@=1@,2ny'G,Y 
in«-1@, xzundiny@,y-!sindnur von der Doppelklasse abhängig. ®; sei die Menge aller Doppel- 
klassen derart, daß die obigen Indizes beide endlich sind, und ® sei die Menge aller Doppel- 


klassen. Dann ist I D(L,M,D)< ®(U!, UM) < Dr D(L,M,D). Sind L und M ein- 
DIE 


Dr DED 
dimensional, so ist I D(L,M,D)= D(U!, UM). Der Verf. gibt ferner gewisse Anwen- | 
DE? 
dungen dieses Satzes an. K. Shoda. 


Dieudonne, Jean: Orthogonal and unitary groups over the rational field. Amer. 
J. Math. 73, 940—948 (1951). 

Ist 3” der n-dimensionale Vektorraum über dem Körper $t, der rationalen 
Zahlen, f(x, x) eine nichtsinguläre Form über 3”, so ist die Kommutatorgruppe 
PAR, P der projektiven orthogonalen Gruppe O0,(8; f), d.h. die Faktor- 
gruppe der orthogonalen Gruppe O,($t,, f) nach ihrem Zentrum, stets einfach 
für n>6. (Vel. J. Dieudonne, dies. Zbl. 45, 7.) Diese Aussage ist, wie hier 
gezeigt wird, auch noch gültig im Falle n = 6. Hieraus folgt auch noch: Ist & 
imaginärquadratischer Zahlkörper, 3” n-dimensionaler Verktorraum über fi und 
/(&, x) nichtsinguläre hermitesche Form über ®” , so ist für n > 4 der Kommutator | 
der projektiven unitären Gruppe PU}+($t, f) (Determinante +1), einfach. Be- 
sondere Beachtung verdient die Tatsache, daß diese Aussagen auch für Formen 
vom Index 0 gültig sind. W. Specht. 

Hua, L. K. and I. Reiner: Automorphisms of the unimodular group. Trans. | 
Amer. math. Soc. 71, 331—348 (1951). 

Es bezeichne M, die unimodulare Gruppe der ganzzahligen n-reihigen | 
Matrizen, WF die Untergruppe der Determinante +1, M; die Restklasse der | 
Determinante —1. Verf. bestimmen die Automorphismengruppe X, von M, und 
A, von Wi}. Für n > 2 ist M} der Kommutator von M,; für n—= 2 ist der Kom- | 
mutator M/), vom Index 2 in W,F. Daher läßt sich im Falle n — 2 der Charakter 


n 

e(X) = +1 in M5 erklären, je nachdem ob X zu M/, gehört oder nicht. Schließ- 
lich bezeichne X’ die Transponierte zu X und F die zweireihige Matrix 15 s | 
Die Automorphismengruppe W,; von WM; wird erzeugt von den Automorr | 
(1) X > A4-!XA mit AEM,, @Q) X > X 1 (mur fürn =00); X een 
(nur für n = 2). Die Automorphismengruppe W, von WM, wird erzeugt von den | 
Automorphismen (1) X — A-IX4A mit AEM,, (2) X— X’-1 (nur fürn >2), | 
(3) X — (detX). X [nur für n=0(2)], (4) X—>e(X)-X und X>e(FX).X | 
(air, für n= 22): W. Specht. 

Dynkin,E.B.: Die Inklusionsbeziehungen zwischen irreduziblen Gruppen linearer 
Transformationen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 5—7 (1951) [Russisch]. 

Es werden ohne Beweis Sätze mitgeteilt, welche ähnlich lauten wie die 
Hauptsätze von Kap. II der in dies. Zbl. 48, 16 ausführlich referierten Abhand- 
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Jung des Verf. Auf Grund dieser Sätze ist es möglich, die Frage der Inklusions- 
_beziehungen auf die gleiche Frage bei einfachen Gruppen zu reduzieren, bei denen 
die Entscheidung mit Hilfe der „‚bezifferten Schemata‘ (vgl. das genannte Referat) 
herbeigeführt werden kann. Bezügl. der Anwendungen vgl. die Einleitung der 
zitierten Abhandlung. H. Schwerdtfeger. 


Dynkin, E. B.: Normierte Liesche Algebren und analytische Gruppen. Uspechi 
mat. Nauk 5, Nr.1 (35), 135—186 (1950) [Russisch]. 
| Zunächst werden einige fundamentale Begriffe in zweckentsprechender Weise rekapi- 
tuliert: X sei ein normierter, d.h. ein perfekter bewerteter Körper. Zum Unterschied von 
anderen Untersuchungen in der hier eingeschlagenen Richtung (Birkhoff, dies. Zbl. 18, 
205) werden auch nicht-archimedische normierte Grundkörper K zugelassen, was für die 
linearen Gruppen schon in der Arbeit von Hooke [Ann. of Math., II. Ser. 43, 641—655 
(1942)] getan war. In X wird der normierte Unterkörper X, ausgezeichnet, der aus allen den- 
jenigen Elementen besteht, die als Limites von Folgen rationaler Zahlen erscheinen; X, besitzt 
keinen normierten Unterkörper und wird daher einfach genannt. Einfach ist also der reelle 
"Zahlkörper bei der Bewertung durch den absoluten Betrag, der rationale Zahlkörper bei der 
Bewertung ||«|| =1 wenn «= 0, sowie die p-adischen Zahlkörper K,. Ein linearer Raum 
über X heißt normiert, wenn er mit Rücksicht auf die Norm ||a|| in X den Axiomen des Ba- 
nachschen Raumes genügt. Für die Betrachtungen des zweiten Teils der vorliegenden Arbeit 
wird der normierte Raum AR eingeschränkt durch das folgende Existenzaxiom: Für jedes 
x€ R und e> 0 gibtees eine lineare Funktion f, definiert in R derart, daß (1) ||/()|| < ||| 
und*2) ||/(z)|| > ||x|| — &, wo ||x|| die Norm von x in R ist. Falls X der Körper aller reellen 
oder aller komplexen Zahlen und ||«&|| = |«| ist, ist dies von selbst erfüllt. Definiert man im 
Az] 
£ | sch Tell 
auch $ dem Zusatzaxiom, und es ist || 4 || = ne || 4 ||. Durch Einführung einer distributiven 
x||<1i1 
Multiplikation xo y in R mit der Beschränktheitsbedingung ||xo y|| <k||&|| - ||y||, wo k 
eine Konstante ist, die man auch gleich 1 wählen kann, wird der normierte Raum ZR zu einer 
normierten Algebra über X. — Die folgenden, auch noch vorbereitenden Betrachtungen 
beziehen sich auf die Campbell-Hausdorffsche Reihe, die hier als Folge einer Beziehung zwi- 
schen einer freien assoziativen Algebra AR (Multiplikation xy) und der freien Lieschen Al- 
gebra L (Multiplikation x o y) erscheint, welche mit #1 durch eine lineare Abbildung p ver- 
bunden ist, welche dem Produkt //, o II, zweier Elemente //,, I,€_L den Kommutator 
o(II,) p(I,) — p(I,) UT) = p(I,oI,) der entsprechenden Elemente (Il), PUB) 


Raum AR aller linearen Operatoren A in R die Norm durch || A || = sup ‚so genügt mit R 
TER 


in AR zuordnet. Der Übergang von #1 zu L wird durch die zu @ inverse Operation y bewerk- 


stelligt, für die, falls &,..., &„ Erzeugende von R# und Z sind, gilt y(zu,...,u,)=nT!- 
(... (21 0 &i,) 0 ---ox:,). Nun sei formal 
log (e* ev) — > i else . zPı ya... xPr Yır. 
Eee k Pı!gı! De! ge! 
i=1,2,2.c0h 
Durch Anwendung der Operation y» wird hieraus die Campbell-Hausdorffsche Reihe ge- 
wonnen: ®(a,yJ=x2+y+43z°y+-::, welche eine associative Funktion darstellt 


und für die D(x,0) = ®(0,x) = x, D(x, — x) = O gilt. Jetzt wird der Begriff des Gruppen- 
keims eingeführt, der durch Aufnahme naheliegender topologischer Axiome (Stetigkeit von 
Gruppenmultiplikation und Inversenbildung) in eine „lokale topologische Gruppe“ verwandelt 
wird. Verf. zeigt, wie man jeder normierten Lieschen Algebra R eine lokale topologische Gruppe 
G(R) zuordnen kann, wenn die Reihe ®(x, y) absolut konvergiert. Gemäß den vorher fest- 
gestellten Eigenschaften von ® kann man nämlich dann die Gruppenmultiplikation durch 
x*y= ®(z,y) definieren. Es ist also ® die universelle Zusammensetzungsfunktion für 
alle Gruppen. Konvergenz findet statt für hinreichend kleine ||x||, ||y||. — Ferner wird 
der Begriff der lokalen Untergruppe einer lokalen Gruppe eingeführt. Zwecks einer strengen 
"Formulierung des hierher zu übertragenden klassischen Zusammenhangs zwischen Liescher 
Algebra (Homomorphismus, Teilalgebra, Ideal) einerseits, lokaler Gruppe (Homomorphis- 
mus, Untergruppe, Normalteiler) andererseits wird der Begriff der Äquivalenz von Abbil- 
dungen von @ und der von Teilmengen von @ mit Teilmengen der Bildmenge so „invariant‘ 
definiert, daß er beim Übergang von der Gruppe @ zu einer ihrer lokalen Untergruppen er- 
halten bleibt. Zwei Abbildungen 9, » von @ heißen äquivalent, wenn p(a) — y(a) für alle 
a€ U,wo U = U(e) eine Umgebung des Einheitselements e ist. Zwei Mengen M und Nin@ 
heißen äquivalent, wenn für eine gewisse U(e) gilt MTU=NNU. Dabei wird zunächst 
der Fall eines einfachen Körpers K und dann der eines nicht-einfachen behandelt. — Der 
zweite Teil der Abhandlung beginnt mit einer übersichtlichen, modifizierten Zusammenstel- 
lung von Definitionen und Ergebnissen von Birkhoff (1. c.) über analytische Gruppen, d. s. 
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lokale topologische Gruppen @, wo man durch eine gewisse topologische Abbildung @ von G 
auf ein Gebiet U eines normierten Raumes R ein „differenzierbares‘‘ lokales Koordinaten- 
system einführen kann, d. h. derart, daß || (x y) — p(x) —Y(y)|| < Max (|| 9(2)||, || P(y|) €; 
wo e zusammen mit der Summe || p(x) || + ||P(y)|| gegen Null strebt. Der Grundkörper 
wird zunächst einfach angenommen. Als Beispiele werden die im Sinne des ersten Teils der 
Arbeit einer Lieschen Algebra entsprechenden lokalen Gruppen angeführt, sowie die gewöhn- 
lichen Lieschen Gruppen, wo R ein endlich-dimensionaler Raum A“ ist; endlich die linearen 
Gruppen über einem normierten Raum. Sodann werden Transformationen einer Umgebung U 
des Nullpunktes in R studiert, welche die Differenzierbarkeit des Koordinatensystems in R 
nicht zerstören. Zu diesen gehören die linearen, sowie die schon bei Birkhoff eingeführten 
„kanonischen‘‘ Transformationen T, d.s. solche, die der Bedingung 


(D) IT2—- Ty—-(&—Yll< Ile < ylle(llell — Ilyll) 


genügen und für die im Anhang die Umgebungstreue (,‚Satz von Birkhoff‘‘) bewiesen wird, | 
sowie daß die Inverse von T' auch der Bedingung (D) genügt. Ein Koordinatensystem, das 
durch die Transformation p in @ eingeführt wird, heißt kanonisch, wenn, falls x und =” in 
einer U(e) enthalten sind, p(x") = n p(x) gilt. Es wird gezeigt, daß in einer analytischen 
Gruppe ein kanonisches Koordinatensystem mit Hilfe einer kanonischen Transformation 
eingeführt werden kann und daß zwei kanonische Koordinatensysteme durch eine lineare 
Transformation ineinander übergeführt werden können. Ausgehend von einem kanonischen 
Koordinatensystem wird dann, wie es die klassische Theorie vermuten läßt, die der Gruppe 
zugeordnete Liesche Algebra konstruiert und ihre Einzigkeit bewiesen. Schließlich wird noch 
der Fall eines nicht-einfachen Grundkörpers behandelt, wo die Analytizitätsbedingung durch 


eine Zusatzforderung verschärft werden muß, nämlich die der Existenz von lim — x y? «=! 
10 


für alle hinreichend kleinen x, y. Als Endresultat ergibt sich dann der Satz: Ist K ein belie- 
biger normierter Körper und für eine von Null verschiedene rationale Zahl « die Norm |la|| #1, 
so gibt es für eine lokale Gruppe @ über K dann und nur dann eine Liesche Algebra R über K 
derart, daß G@ mit G(R) isomorph ist, wenn @ analytisch ist. — Ein Teil der hier abgeleiteten 
Resultate ist aus der Birkhoffschen Arbeit bekannt. Manche Formulierungen sind, von der 
oft inkonsequenten Bezeichnungsweise abgesehen, klarer in der vorliegenden Arbeit; neu ist | 
die Einbeziehung des Falls eines nicht-archimedischen Grundkörpers. H. Schwerdtfeger. 


Cartan, Henri: Notion d’algebre differentielle; application aux groupes de 
Lie et aux varietes ou opere un groupe de Lie. Centre Belge Rech. math., Colloque 
Topologie, Bruxelles, du 5 au 8 juin 1950, 1, 15—27 (1951). 

Cet article est un preliminaire au travail analyse ci-dessous, son but est d’introduire | 
les notions de connexion infinitesimale et de classes caracteristiques r&elles dans un espace | 
fibre principal differentiable, et d’attacher & toute algebre de Lie une algebre differentielle, 
nommee par l’A. l’algebre de Weil. Cet expos& est fortement inspire d’un manuscrit non publie 
d’A. Weil. — On note a(G) l’algebre de Lie des champs de vecteurs tangents invariants 
par les translations a gauche sur un groupe de Lie connexe @, A(@) V’algebre des formes diffe- ' 
rentielles sur @ invariantes & gauche, autrement dit l’algebre exterieure du dual de a(G), 
A!(G) l’espace des formes de degre 1 dans A(G). Tout x€ a(G) opere sur A(G) par l’inter- 
mediaire du produit interieur ö(x), (antiderivation de degre —1), et par la transformation 
infinitesimale 9 (x), (derivation de degr& 0), transposee de l’application y — [x, y], (y € a(9)); 
enfin A(G) possede une antiderivation d de degre +1, de carre nul, induite par la differen- | 
tiation exterieure. Soit & un espace fibre principal indefiniment differentiable de base B, 
de groupe structural @ de Lie, et soient Z, (resp. B), l’alg&bre des formes differentielles exte- 
rieures sur &, (resp. ®). Tout «€ a(@) definit canoniquement un champ de vecteurs ı(2) 
sur €, tangent aux fibres, invariant par @, d’oü une transformation infinitesimale 9(x) et 
un produit interieur ö(x) operant sur H; l’algebre B s’identifie & l’ensemble des formes annulees 
par les operateurs ®(x) et i(x), nommees pour cela les formes basiques. Une connexion 
infinitesimale dans © est definie par un homomorphisme f de A1(G) dans l’espace des formes 
de degrelsur €, qui commute aux #(x) et aux i(x); par contre f n’est pas en general compatible 
avec det f(dx’) — df(x’), (x’ € A!(G)), definit la courbure de la connexion. De telles connexions 
existent toujours. Pour mettre en relations la courbure et les classes caracteristiques, P’A. 
introduit ensuite l’algebre de Weil W(G) = A(@) 98 (@) de G; c’est le produit tensoriel 
gradue de A(G) et de l’algebre symetrique sur A!(G), (ot l’on convient d’attribuer le degre 
2p aux formes p-lineaires), muni d’operateurs 9 (x), i(x) et d convenables. A une connexion f 
on peut alors associer un homomorphisme fde W(G) dans Z qui commute & (x), i(x) ainsi 
qu’ä d; sur 4A'(@), il coincide avec f, eb sur A!(G) envisag& comme sous-espace de S(@G) il est 
defini par f(x’) = df(x’) — f(dx’). Les elements de W(G) annules par les ®(x) et les iX), 
(dits elements basiques), forment la sous-algebre /s(G) des invariants de S(@), (i.e. des 
elements de $(G) annules par les 9(x)), ou encore celle des cocycles de 8(@), et s’identifie 
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aussi & l’ensemble des polynömes sur a(G) invariants par le groupe adjoint. L’application f 
__ induit un homomorphisme de Is(G) dans les cochaines basiques de ZH, d’oüu en passant & la 


cohomologie une application f* de Is(G) dans l’algebre de cohomologie reelle H*(8) de ®, 
. appelee homomorphisme caracteristique de la fibration consider&e. Dans le second expose 


il est etabli que f* est ind&pendant de la connexion, que W(G) a une cohomologie triviale 
et que pour les degres < n, Is(G) s’identifie & l’algebre de cohomologie reelle de la base d’un 
espace (fibre differentiable) n-universel pour G, de maniere ä& ce que f* devienne l’homomor- 
phisme du theor&me de classification des espaces fibres (voir N. Steenrod, Topology of 
fibre bundles, Princeton 1951, No. 19). Cela montre que W(G) joue pour les espaces 
fibres differentiables le röle de l’algebre des formes differentielles d’un espace qui serait 
universel pour @ et pour toutes les dimensions, la connexion fournissant l’homomor- 


phisme du th&oreme de classification. Dans les cas classiques, l’image de f*, nommee la sous- 
algebre caracteristique, contient les classes caracteristiques usuelles. Remargquons encore 
que toutes ces notions sont en fait essentiellement algebriques, et l’A. considere plus generale- 
ment des algebres E sur lesquelles a(G) op&re d’une certaine facon, mais qui ne sont pas 
necessairement des algebres de formes differentielles. — Les deux travaux analyses ici sont 
- les seuls parus jusqu’& present qui fassent usage de l’algebre de Weil. Pour d’autres aspects 
de la theorie des connexions, et leurs relations avec les concepts de la geometrie differentielle 
classique (courbure, derivation covariante, connexion affine, etc.), voir Ehresmann, Centre 
Belge Rech. math., Colloque Topologie, Bruxelles, du 5 au 8 juin 1950, 29—55 (1951), 
S.S. Chern, Topics in differential geometry (Princeton 1951), Ambrose et Singer, Trans. 
Amtr. math. Soc. 75, 428-443 (1953). A. Borel. 

Cartan, Henri: La transgression dans un groupe de Lie et dans un espace 
fibre prineipal. Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie, Bruxelles, du 5 
au 8 juin 1950, 1, 57—71 (1951). 

Les notations de l’analyse prec&dente sont conservees. On rappelle que l’algebre de 
cohomologie reelle d’un groupe de Lie compact connexe @ est l’alg&bre exterieure du sous- 
espace P4(G) des primitifs (theor&me de Hopf-Samelson, voir par ex. J.L. Koszul, 
ce Zbl. 39, 29), et s’identifie & l’algebre /,(G) des elements de A(G) annules par les 9 (x). 
Apr&s avoir indique comment on &tablit que H’(W(G)) =0, (>0), l’A. passe & la trans- 
gression. Un element h € I,(G) est dit transgressif dans & s’il existe » € E telle que l’image 
de » par l’homomorphisme ı’ transpos& de l’application ı mentionnee dans le rapport prec&dent 

 soit un cocycle de la classe h, et telle que dw soit une cochaine basique; w est alors une cochaine 
de transgression pour h, et la classe de cohomologie z(h) € H*(®) de dw est une image de h 
par transgression, [» et z(h) ne sont pas univoquement determinees en general]; on definit 
de m&me la transgression dans W(G), utilisant la projection naturelle de W(G) sur A(G@) 
au lieu de ı’. L’A. &nonce ensuite le theoreme fondamental suivant, dü aCartan-Chevalley- 
Weil: Les &l&öments de I,(@) transgressifs dans W(G) sont exactement les primitifs. Soient 
(h:) une base de P,(G), y; une image de h, par transgression dans W (G). Alors les %; forment, 
avec l’el&ement neutre, un systeme minimal de generateurs de Is(G). De plus des resultats 
de Chevalley, Koszul (voir analyse ei-apr&s) montrent que les y; sont algebriquement 
independants. On deduit notamment de ce theor&me (en faisant usage d’une connexion) 
que les primitifs sont transgressifs dans tout espace fibr& principal differentiable, ce qui 
generalise un resultat de Koszul (loc. cit. Theor&me 18.3). — Le reste de ce travail est con- 
sacre a l’etude de relations liant H*(E), H*(B), Iı(G), Is(G). Le point le plus important 
est un th&öor&me affirmant que l’algebre de cohomologie reelle H*(G/g) du quotient de deux 
groupes de Lie compacts connexes s’identifie & l’algebre de cohomologie du produit tensoriel 


Is(g) X) Is(G), prise relativement & une antiderivation compl&tement döterminee par le 
choix d’une transgression dans W(@) et par l’homomorphisme naturel Is(@G) — Is(g) associe 
& l’inclusion de g dans @. La d&monstration se fait en deux temps. Tout d’abord il est montre 
que H*(G/g) est isomorphe A l’algebre de cohomologie de l’algebre CO, des el&ements de A (G) \X)S (g) 
annules par les 9 (z), (z€a(g)), (et en fait plus generalement que dans un espace fibre principal 
E de base ®, de groupe G, H*(8) s’identifie & l’algebre de cohomologie des el&ments invariants 
de E (X) 8(G) relativement & unedifferentielle convenable). Ensuitel’A. construit un homomor- 
phisme © de Is(g) (“) Is(G) dans C,, qui induit un isomorphisme {* pour la cohomologie. 
Le fait que £* est biunivoque sur n’est pas d&montr& ici, mais deduit d’un resultat g6neral 
deHirsch-Koszul, qui affirme entre autres que dans un espace fibre principal de groupe g 
V’espace de cohomologie de la base est isomorphe ä l’espace de cohomologie de H*(C) (X) Is(g), 
muni d’une antiderivation convenable. L’article se termine par quelques applications (citons 
le cas ou @ et gsont de möme rang, qui conduit & la formule de Hirsch), et indique les polynomes 
de Poincare des grassmanniennes de plans orient6s. — Dans ce rapport, nous nous sommes 
bornes pour abreger ä parler d’espaces fibr&s principaux et de groupes compacts mais I’A. 
developpe cette theorie dans un cadre algebrique, pour des algebres de Lie reductives (au 
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it. srant sur des algebres differentielles. Des theoremes qui 

a % ee a nl reelle, sont &quivalents aux principaux resultats 

de ce travail figurent dans la These du rapp. [Ann. of Math., II. Ser. 57, es 
Chap. V, VI]. A. Borel. 

Koszul, J. L.: Sur un type d’algebres differentielles en rapport avec la trans- 

gression. Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie, Bruxelles, du 5 au 


8 juin 1950, 1, 73—81 (1951). | 

L’A. considere des algebres differentielles d’un type qui se rencontre frequemment dans 
’ötude de la cohomologie reelle des espaces fibres principaux ou des ‚espaces a 
et qui permet aussi de donner une interpretation homologique et une demonstration simple 
de certains rösultats de Hilbert [Math. Ann. 10, 473—534 (1890)] concernant les „systemes 
d’&quations derives‘‘ de la theorie des ide6aux de polynomes. — Soient V un espace vectoriel 
de dimension finie sur un corps K, 8, (resp. A), l’algebre des polynomes (resp. exterieure), 
sur V, A? l’espace des p-vecteurs de A, et soit M un espace vectoriel sur K qui soit en m&me 


temps un S-module. L’A. introduit dans M & A une antiderivation D definie par 
D(m %) u NA mW) -2 (—1)'7! (vu m) &) IN Nor U SINN? 


(m € M, w€ A!), et note H°(M) l’espace d’homologie correspondant dit l’espace d’homologie 
du S-module M; la graduation de A par les sous-espaces A? y induit une graduation par 


des sous-espaces H;(M). Si M est une algebre, avec element neutre 1, on suppose que sl, 
(s € 8), fait partie du centre de M, et l’on obtient une algebre d’homologie. Enfin, si M et V 
sont gradu6s, de telle sorte que l’&l&ment v m soit de degre u + n lorsquev€ Vetm€ M sont 


de degres respectifs u — 1 et n, la graduation naturelle par le degre total de M * A induit 
une nouvelle graduation de H°(M). Sous cette derniere hypothese, I’A. construit une suite 
exacte de S-modules 2 = 
> > S-1> > Sı> Ss =M 

tels que H,(M) soit isomorphe & l’espace U, = 8,/8+ M,, (M, noyau de Ö,, S% ideal des 
elements de degres > O0 dans S); dans le cas particulier ou M = 8/J est le quotient de $ par 
un ideal homogene, muni de la structure naturelle de S-algebre, U, est l’espace des rela- 
tions derivees d’ordre p— 1 de Hilbert (loc. eit.). — Pour decrire les applications, nous 
nous servons des notations et notions introduites dans les deux analyses precedentes. En 
s’appuyant sur un resultat deChevalley, l’A. montre tout d’abord que l’algebre de cohomo- 
logie reelle d’un espace fibre principal & de base ®, de groupe structural de Lie compact 
connexe @, peut s’etudier au moyen d’une algebre spectrale dans laquelle 2, = H°(H*(%8)), 
S = Is(@) operant sur H*(8) par l’homomorphisme caracteristique; particulierement inter- 


essant est le cas ou Z,= H*(C); cela se presente par exemple lorsque & = @ est un sur- 


groupe (de Lie compact connexe) de G, tel que le quotient ® = G/@ soit un espace syme- 
trique au sens de E.Cartan, et l’A. deduit alors de ses r&ösultats une formule generale pour 


le polynome de Poincar& de @/@, ayant des points communs avec la formule de Hirsch 


mais valable aussi lorsque Get G sont de rangs differents. Dans un cadre purement al- 
gebrique, une simplification analogue se presente aussi dans l’&tude de l’algebre de Weil, et 
du fait que H*(W) = H°(Is(G)) est triviale, il resulte que Is(@) est une algebre de poly- 
nomes. Enfin le theor&eme de H. Cartan sur la cohomologie d’un espace homogene G/g 
enonce dans le rapport precedent peut se formuler en disant que H*(@/g) = H°(Is(g)), 
S=Is(G) agissant sur /s(g) par l’intermediaire de l’homomorphisme naturel de 1s(@) 
dans /s(g). A. Borel. 

Hochschild, G.: Group extensions of Lie groups. I, II. Ann. of Math., II. Ser. 
54, 96—109, 537—551 (1951). 

Ext(@, H,n) bezeichne die Gesamtheit der zusammenhängenden Lieschen Erweiterungen 
der zusammenhängenden Liegruppe G@ mit einer ebensolchen Gruppe H, bei denen die Wir- 
kungen von H auf @ (bei Transformation) denselben stetigen Homomorphismus 7 von H in 
die Automorphismengruppe induzieren. — Bei den im folgenden in [.. .] eingeschlossenen 
Aussagen sind die Beweise wesentlich abhängig von speziellen Eigenschaften der Liegruppen. 
Dagegen gelten alle übrigen Sätze sinngemäß für jede Klasse C von topologischen Gruppen, 
bei der abgeschlossene Untergruppen, Faktorgruppen und endliche Produkte von Gruppen 
aus & wieder zu & gehören. Ext(@, H,n) erweist sich als Gruppe bezüglich der üblichen Multi- 
plikation von Erweiterungen, wenn @ abelsch ist. w sei ein stetiger offener Homomorphismus 
der Liegruppe H’ auf H. Jeder Erweiterung (E, x) von G mit H (r dabei der stetige offene 
Homomorphismus von # auf H mit dem Kern G) ist dann eindeutig eine Erweiterung (E’, =) 
von @ mit H’ zugeordnet, die E als homomorphes Bild bezüglich einer stetigen offenen Ab- 
bildung « hat mit «(x) = x bei allen z€EG@ undaa = wn’. Die Zuordnung (E,n) — (E’',z') 
ist ein Homomorphismus von Ext(@, H,n) in Ext(@, H’, na). Man sagt, (Z, x) wird von 
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(H’,®) zerfällt, wenn (Z,r) zum Kern dieses Homomoıphismus gehört. [Es wird gezeigt, 
daß es stets (L, ») mit zusammenhängender Liegruppe L gibt, die ganz Ext(G, H,n) zer- 
fällen.] Ferner wird eine Isomorphiebeziehung zwischen dem Kern eines derartigen Homo- 
| morphismus und einer Faktorgruppe einer gewissen Gruppe von Homomorphismen des 
| Kernes KC H’ von w in @ hergeleitet. Diese, zusammen mit dem Zerfällungssatz, wird als 
wichtiges Hilfsmittel bei späteren Beweisen benutzt. — [Ausgehend von einem Lemma von 


| Mal’cev wird bewiesen, daß die Erweiterungen einer beliebigen zusammenhängenden Lie- 


gruppe @ mit einer einfach zusammenhängenden Liegruppe H stets bestimmt sind durch 
ein analytisches Faktorensystem, d.h. durch ein Faktorensystem a,., bei dem die Abbil- 
dung (s,t) — a,., von H x Hin @ analytisch ist. Ferner: Die Zuordnung, die besteht zwischen 
einer Erweiterung von @ mit H und der entsprechenden Erweiterung der Liealgebra © von @ 
mit der Liealgebra 9 von H, wird als eineindeutig nachgewiesen und die dabei auftretenden 
Bilder werden genau beschrieben. Bei abelschem @ ergibt sich sogar ein Isomorphismus von 
Ext(@, H,n) auf die analoge Gruppe Ext(®, 9,7), wobei » den durch n induzierten Homo- 
morphismus von 9 in die Derivationsalgebra von © ist. Wie ein Beispiel zeigt, ist bei diesen 
letzten Sätzen die Voraussetzung des einfachen Zusammenhanges von H notwendig. — Als 
nächstes wird Ext(@, H,n) = Ext(7T, H,1) bewiesen für die maximale kompakte Unter- 
gruppe T von G, im Falle, daß @ zusammenhängend abelsch und H zusammenhängend 
kompakt bzw. zusammenhängend halbeinfach mit endlicher Fundamentalgruppe ist. 
Zum Abschluß wird gezeigt, daß Ext(G, H,1) bei demselben @ und zusammenhängendem 
halbeinfachem H isomorph ist zur Gruppe aller Homomorphismen der Fundamentalgruppe K 
von H in @, und daß allgemein Ext(@, H,n) isomorph ist zur Gruppe der Homomorphismen 
von’K in die maximale kompakte Untergruppe von @, falls H außerdem noch kompakt ist.] — 
In der zweiten Arbeit werden die Verhältnisse untersucht, die entstehen, wenn für @ auf 
Zusammenhang bzw. Kommutativität verzichtet wird, entsprechend für (Z,r). — Ist GE 
nichtabelsch, so bestimmt eine Erweiterung (Z,x) von @ mit H einen Homomorphismus n 
von H in die äußere Automorphismengruppe O(G) von @. n induziert einen Homomorphis- 
mus 7, von H in die Automorphismengruppe des Zentrums C von @. Für die Lieschen Er- 
weiterungen (F, 9) von C aus Ext(C, H,n,) und beliebige Liesche Erweiterungen (E, x) 
mit zugehörigem Homomorphismus 7 von H in O(G) wird eine Produktbildung (F, 9) SE, 7) 
betrachtet, analog zu der von Eilenberg und MacLane für beliebige Gruppen eingeführten 
Bildung. Die Gruppe Ext(C, H,n,) wird durch die Abbildungen (Z,r) — (F, ) &)(E,n) 
treu dargestellt als Permutationsgruppe auf der Menge Ext(@, H,n). Zwei Erweiterungen 
(E,r) und (E’, x’) gehören dabei genau dann zum gleichen Transitivitätsgebiet, wenn gilt: 
Zu beliebigen Umgebungen U und U’ der Eins in E bzw. E’ gibt es entsprechende Umgebun- 
gen V< U und V’< U’, die dieselben Bilder haben bei den Abbildungen I) v>av,vV’ — nv 


und 2)v — | # Pe -( / = ; .) ‚x€@.—@sei nun wieder eine abelsche Liegruppe und G, 
ER A ame VERUT 


ihre Zusammenhangskomponente. Die Erweiterung (Z, x) von @ mit H heißt dann reduzierbar, 
wenn es eine Erweiterung (Z,, x,) von G, mit H gibt, die durch einen stetigen Isomorphismus a 
mit za=n, und a(z) = x bei z€@ iin E eingebettet werden kann. Die reduzierbaren Er- 
weiterungen bilden eine Untergruppe Ext,(@, H,n) von Ext(G, H,n). Es wird ein Homo- 
morphismus von Ext(G,, H,n,) auf Ext,(@, H,») angegeben, der sich bei zusammenhän- 
gendem H als Isomorphismus erweist. Ferner wird Ext,(@, H,n) als der Kern des natürlichen 
Homomorphismus von Ext(G, H,n) in Ext(G/@G,, H,n) nachgewiesen (n von n induziert). 
Ext(@, H, n) wird bei zusammenhängendem H homomorph abgebildet in die Gruppe 
Hom(F, @/@,) aller Homomorphismen der Fundamentalgruppe F von H in G/@,; der Kern ist 
wieder Ext,(@, H.n). Eine Erweiterung (E, x) ist genau dann zusammenhängend, wenn der ihr 
zugehörige Homomorphismus aus Hom(F,@/@,) F auf G@/G, abbildet. — Bei zusammen- 
hängendem H ergibt sich daraus Ext(@, H) = Ext(G,, H) x Hom(F, G/G,). (Hier wird zum 
Beweis außer den eingangs genannten Eigenschaften der Liegruppen nur noch die Isomor- 
phie@=@, x @/@, benutzt.) Ferner wird das Bild von Ext(@, H,n) in Hom (F, @/@,) sowie 
die Gruppe Ext(G, H,n)/(Ext,(@, H,n) durch eine Gruppe von gewissen Homomorphismen 
in G bzw. eine Faktorgruppe von solchen beschrieben. Ist H zusammenhängend und halb- 
einfach oder zusammenhängend und komapkt und zusätzlich @/G, eine Torsionsgruppe, so 
gelten die Isomorphien: Ext(@, H,n) = Ext,(@G, H,n) x Ext(@/@,, H) und Ext(@, H, N 
Ext(G,, H,nı) x Hom(F, G/@,)- B. Banaschewski — Ernst Witt. 
Segal, I. E. and John von Neumann: A theorem on unitary representations 


of semisimple Lie groups. Ann. of Math., II. Ser. 52, 509—517 (1950). 

Eine Darstellung U einer lokalkompakten Gruppe @ durch unitäre Operatoren eines 
beliebig-dimensionalen Hilbertschen Raumes 9 heißt meßbar, wenn das innere Produkt 
(U(a) x, y) eine bezüglich des Haarschen Maßes meßbare Funktion von a€ @ für allex, y€E 9 
ist. Es wird bewiesen, daß eine zusammenhängende halbeinfache Liesche Gruppe, deren 
einfache Bestandteile nicht kompakt sind, außer der trivialen identischen Darstellung keine 
meßbare unitäre Darstellung in einem Faktor endlichen Typs (d.h. I, oder II,) besitzt. Als 
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Folgerungen ergeben sich, daß jede solche Gruppe minimalfastperiodisch ist, daß jede kom- 
plexe zusammenhängende Liesche Gruppe keine meßbare unitäre Darstellung (außer der 
trivialen) in einem Faktor endlichen Typs besitzt, schließlich daß eine halbeinfache analytische 
Untergruppe einer kompakten Lieschen Gruppe stets abgeschlossen ist. Eine unitäre Dar- 
stellung U einer lokalkompakten Gruppe @ in 9 heißt singulär, wenn (U(a) 2,Y) = 0 fast 
überall auf @ gilt für jedes Paar x, y€ 9. Es wird ein Beispiel einer singulären Darstellung 
in einem nichtseparablen 9 gegeben und folgender Satz bewiesen: Es sei U eine meßbare 
unitäre Darstellung einer lokalkompakten Gruppe @ in 9. Es gibt dann invariante komple- 
mentäre abgeschlossene Teilräume X und £ in 9 mit den Projektionen P bzw. Q,so daB PU 
eine stark stetige Darstellung von @ in Rund Q U eine singuläre Darstellung in 2 ist. Ist 9 
separabel, so ist stets & = 0, d.h. jede meßbare unitäre Darstellung in einem separablen 9 
ist bereits stark stetig. @. Köthe. 


Matushima, Yozö: On the faithful representations of Lie groups. J. math. 
Soc. Japan 1, Nr. 3, 254—261 (1949). 

Dies ist ein Beitrag‘zur Vereinfachung des Beweises des Adoschen Satzes und zur Er- 
weiterung der daran anschließenden Ergebnisse von Cartan. Sei £ das Radikal einer Lie- 
schen Algebra ZL und S die nach E. E. Levi existierende halbeinfache Ergänzungsalgebra, so 
daß L=R+S, RNS=0 gilt. L heißt normal, wenn R ein nilpotentes Ideal N von L 
enthält und sich in der Form R= A + N schreiben läßt, wo A abelsch ist und ATN =0, 
[$S, A] = 0. Es wird bewiesen, daß eine L enthaltende normale Liesche Algebra L, existiert, 
in der jedes Ideal von L auch Ideal ist, mit einer abelschen Unteralgebra A, so daß L, = A-+L, 
ArL=0 gilt. Hiernach genügt es, die Existenz einer treuen (isomorphen) linearen Dar- 
stellung für normale Liesche Algebren zu beweisen. Dies geschieht in $2 für reellen oder 
komplexen Grundkörper unter Heranziehung von Cartans Fundamentallemma. Der Rest 
der Arbeit beschäftigt sich mit der Frage der treuen Darstellbarkeit einer Lieschen Gruppe 2 
im Großen. Als fundamental erweist sich hier das folgende Lemma: Sei T eine geschlossene 
Untergruppe und W ein geschlossener, einfach zusammenhängender nilpotenter Normalteiler 
von LundL=-TN, TNrN =]; ist T treu darstellbar, so gilt gleiches auch für %. Unter 
Bezugnahme auf bekannte Sätze von E.Cartan (La topologie des groupes de Lie, Paris 1936, 
SV, dies. Zbl. 16, 104, oder: dies. Zbl. 15, 204) wird gezeigt, daß jede komplex-parametrige 
einfach zusammenhängende Liesche Gruppe % treu darstellbar ist. Im Falle auflösbarer 
Gruppen ist der Satz auch für reelle Parameter richtig. Unter Benutzung eines Satzes von 
Mal’cev [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 36, 5—7 (1942); Mat. Sbornik, n. Ser. 16 (58), 
163—190 (1945)] wird schließlich gezeigt, daß eine auflösbare Gruppe & dann und nur dann 
treu darstellbar ist, wenn = UN, UNR= 1, wo Weine zusammenhängende kompakte 
abelsche Gruppe und ®R ein geschlossener, einfach zusammenhängender Normalteiler ist. 

H. Schwerdtfeger. 

Matsushima, Yoz6: On the diserete subgroups and homogeneous spaces of nil- 
potent Lie groups. Nagoya math. J. 2, 95—110 (1951). 

By determining the form in which a discrete subgroup of a connected simply connected 
nilpotent Lie group can be expressed, the author proves the result of Mal’cev (this Zbl. 34,17): 
Any homogeneous space of a connected nilpotent Lie group is the topological product of a 
compact space and a Euclidean space. — Next the author considers uniform discrete sub- 
groups D of a nilpotent group @, i. e. groups such that @/D is compact. Any homomorphism 
between uniform discrete subgroups D,,D, of nilpotent groups@,,@, can be extended uniquely 
to the groups @,, @, themselves and, as a consequence, compact homogeneous spaces with 
isomorphic fundamental groups are homeomorphic (Mal’cev, 1. c.). — Using his results on 
uniform discrete subgroups, the author shows that if M is a compact homogeneous space of a 
connected simply connected nilpotent group @ which is rational (i.e. which has rational 


structure constants for a suitable basis), then the first cohomology groups (with rational coeffi- 


cients) of M and of the Lie algebra of G are isomorphie. A corresponding result under roughly 
similar conditions is proved for the second cohomology groups. The proofs also involve the 
results of Hopf (this Zbl. 2%, 95; Commentarii math. Helvet. 17, 39—79 (1945)] and Eilen- 
bergand MacLane [Ann. of Math., II. Ser. 46, 480—509 (1945) and this Zbl. 29, 340] on the 
relations between the homology and homotopy groups of spaces. P. M. Cohn. 


Kuranishi, Masatake: On everywhere dense imbedding of free groups in Lie 
groups. Nagoya math. J. 2, 63—71 (1951). 

Let G be a connected perfect Lie group. If the Lie algebra of G can be generated 
by two elements, then @ contains an everywhere dense subgroup which is isomor- 
phic to the free group on two free generators. The author proves this fact by using 
approximation by diserete subgroups (cf. Kuranishi, this Zbl. 45, 7), and de- 
duces that every connected semisimple Lie group can be (topologically) generated 
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by two free elements (cf. 1. c.). However, there exist connected perfect Lie groups 
which cannot be generated by two elements. — The author also gives the following 
eriterion for approximation by discrete subgroups (cf. Toyama, this Zbl. 45, 7): 
A connected Lie group @ can be approximated by discrete subgroups if and only 

if there exist a discrete subgroup D of G@ and a neighbourhood U of the unit-element, 


such that, for some basis «a, ... ., @, of the Lie algebra of @, the set Un D contains 
an element +1 of the l-parameter subgroup generated by, i =1,...,n). 
P. M. Cohn. 


Matsushita, Shin-iehi: On a kind of representation of topologieal groups. Mem. 
Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 5, 75—82 (1950). 

The author has intended to generalize the concept of representation of the topological 
groups with an application concerning the representations of group rings. But it seems to 
the referee as if his description is somewhat misleading. Let {x} and {yı} (A € A) be ordered 
sets of elements x, and yı respectively in a ring, and define their sum and product by {x7} + 
{ya} = {aa + ya} and {a} * {ya = (vr Yu) (A, w€ A). Let us notice that the product is 
not uniquely determined as an ordered set, and this is a cause of the above-mentioned con- 
fusion, though it can be improved withought difficulty. For any completely regular topo- 
logical group @, there exists at least one maximally almost periodie group G* with the £follow- 
ing properties: (1) There exists a topological homomorphism ® of G* onto @. (2) G* contains 
a suhset[@] which is homeomorphic with @ by® and algebraically generates@*. Let H be the 
kerrfel of the mapping D. If D(x*) (x* € G*) is an irredueible unitary representation, then 
the corresponding & > D(x) = D(®-1(x)) mod D(H) is a sort of representation of G. The 
author derives among others the condition for D(x) to be an usual representation, and asserts 
that Iwasawas’ theorem [K.Iwasawa, Proc. Imp. Acad. Tokyo 20, 67—70 (1944)] concern- 
ing the relation between the representations of a locally compact group and its group ring 
can be proved as an application. But he only proves the fact that for the irreducible unitary 


representation &* — D(x*), both correspondences x > D(x) and f> D(f) = S t«) D(x) da (f: 


' Lebesgue integrable function on @) will become a representation of @ or of itsgroup ring respect- 


ively, if one of these correspondences surely induces such a representation. T. Tannaka. 
Orihara, Masae and Takeo Tsuda: The two sided regular representation of a 


| locally compaet group. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 6, 21—29 (1951). 


F.J.Murray and J.v. Neumann proved the following lemma in Ann. of Math., 
Il. Ser. 44, 716—808 (1943), Lemma 5.3.3.: Let G@ be a discrete group and 9 the set of all 
complex vectors = [z;; &€ @] with 2 |x:|? <coo, and define the operators U; and V: 
by U: [a,;n€@] = [e-ı,;n€@] and Ve lan; n € @] = [ren;n € G] respectively, then the 
sets 2, R of all linearly combinations of U;, V: respectively satisfy the relations != NR 
and W=X. A corresponding result for a unimodular locally compact topological group was 
obtained by L. E. Segal (this Zbl. 39, 21). The object of this article is to give the generali- 
zation for a locally compact group which is not necessarily unimodular. Let @ be a locally 
compact group with the left invariant Haar measure m, L?(@) the Hilbert space of squarely 
integrable functions on @. We denote the elements of @ by small Greek letters and the ele- 
ments of L?2(@) by &,Y%,2,.... We also introduce the function g(a) by d(E a) = o(a)d£. 
Now we define the unitary transformations U, and V„ by U,x(&) = x(aT!£) and V.x(£) = 
x(Ea) o(a)V/? respectively. Then for the rings % and Rt of the operators which are spanned 
by the sets {U.} and {V,} hold the relations !—=NR and W=%. The proof proceeds 
essentially by the same method as that of L. E. Segal. T. Tannaka. 


Kawada, Yukiyosi: On some properties of covering groups of a topological group. 
J. math. Soc. Japan 1, Nr. 4, 203—211 (1950). Correetions. J. math. Soc. Japan 3, 
Nr. 2, 349 (1951). 

The author considers covering groups of a connected, locally connected topo- 


" logical group, in the sense of Ü. Chevalley (Theory of Lie Groups. I. Princeton 


1946, p. 40—60). As acknowledged in the Corrections, the first theorem, according 
to which such a group is simply connected if each of its covering groups is trivial, 
is wrong. This is shown by an example due to F. B. Jones [Bull. Amer. math. 
Soc. 48, 115—120 (1942)] and used by the reviewer (this Zbl. 44, 18) to prove the 
contrary, independently of the present paper. Generalized universal covering 
groups of a group @ are then defined and investigated. These are extensions by 
G of some of their totally disconnected normal subgroups and are obtainable as 
inverse limit groups of usual covering groups of @. Itis proved that the generalized 
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universal covering groups of a countable direct product of groups is the direct 
product of the generalized covering groups of factors. T. Ganea. 


Montgomery, Deane: Finite dimensional groups. Ann. of Math., II. Ser. 52, 
591—605 (1950). 


Let @ be a locally compact separable metrie topological group of dimension n(< co). 
When @ is compact or solvable it is known that there exists an open set W (e) including e, 
which is the direct product of a compact zero dimensional set Z and an n cell C. The set Z 
can be chosen to be a group and C to bealocal Lie group and the term direct may be used in 
the group theoretical sense. The author intended to generalize these facts to a general locally 
compact » dimensional group and obtained the following theorem: there is an U(e) which 
is the topological (not to be understood group theoretical) product of a compact zero dimen- 
sional set Z and a set © which is a connected locally connected invariant local group of dimen- 
sion n. At the proof he first shows the following theorem: Let @ be a locally compact % 
dimensional group and let A be a locally connected continuum witk maximal dimension 7, 
then A contains a point @ and there is a neighbourhood V = V(a) such that if K is a locally 
connected continuum with a€E KCV then KCA. It may be assumed tbat a=e and 
R= VNA is connected. Then R is an invariant local group R of dimension r, and is con- 
nected, locally connected, and locally compact. Let W be a sufficiently small symmetric 
neighbourhood of e, and f the natural mapping of W on W/R. If B* is an arc in /(W) then 
f-"(B*) is locally connected. Now if r<n then W/R is of dimensiin 2n — r>0 and 
hence W/R contains an arc |Gleason, Bull. Amer. math. Soc. 55, 1079 (1949)] whose 
inverse is locally connected, from which we can easily construct a subset X of W which con- 
tradicts to the property of A, whence r = n. Let O be an open set in W which intersects 
each coset of W/R and let 8 be a positive number. Then there is an open set Z, with ECO, 
such that Z touches each coset in a non vacuous set of diameter less than S. We obtain then 
a sequence of sets Z„, with Z,+1C E„ and 8. — 0, and set NE„n= K. Choose O(3e) as a 
symmetric open connected subset of R with CC RN W, and Z as a compact open part of 
K with ZOCW, then the open set U(e) = ZC has the properties mentioned at the top 
of this note. At the end of the paper he proves the fact: For any locally compact» dimen- 
sional group there exists a connected locally compact locally connected n dimensional 
group @* which is mapped into G by a one-to-one continuous homomorphism Ah, so that 
h(@*) is dense in the identity component of @. T. Tannaka. 

Montgomery, Deane and Leo Zippin: Existence of subgroups isemorphie to 
the real numbers. Ann. of Math., II. Ser. 53, 298--326 (1951). 

Hauptsatz: Jede separable, metrische, lokal kompakte, nicht kompakte, 
zusammenhängende, n-dimensionale.(r > 0) topologische Gruppe @ besitzt eine 
der topologischen Gruppe der reellen Zahlen isomorphe Untergruppe. Da diese 
Untergruppe lokal kompakt ist, ist sie in @ abgeschlossen. Im Großen verläuft 
der Beweis, wie Verff. bemerken, folgendermaßen: Wäre der Satz falsch, so 
würde eine maximale kompakte, zusammenhängende, abelsche Untergruppe K 
von G, positiver Dimension, existieren. Durch Betrachtung der Wirkung der ” 
inneren Automorphismen von G@ auf K wird dann gezeigt, daß jedes Element 
von G einem solchen K angehört; dies führt aber zu einem Widerspruch, da man 
auf die Nichtkompaktheit von K schließen kann. T. Ganea. 


NEE ERLEDEN Two-ended topologieal groups. Proc. Amer. math. Soc. 1, 309—315 
The locally compact, connected groups with two endpoints (H. Freuden- 
thal, this Zbl. 2, 56) are topological products of a compact set and the axis of 
real numbers; a closed subgroup isomorphic to the group of real numbers can 
be found, with a compact coset space. — In the meantime H.Freudenthal (this 
Zbl. 44, 20) and K. Iwasawa (this Zbl. 44, 19) proved that the two-ended groups 
are even direct products of compact groups with the group of real numbers. 
H. Freudenthal. 
Hall jr., Marshall: A topology for free groups and related groups. Ann. of 
Math., II. Ser. 52, 127—139 (1950). 
The author has proved elsewhere (this Zbl. 35, 13) that in a free group @ 
for every g=+ 1, there exists a subgroup U of finite index not containing g. Taking 
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the subgroups of finite index as neighbourhoods of 1, one obtains a non-discrete 
topology for @. A subgroup of G has non-void interior if and only if it is open 
and closed. A subgroup of @ is closed if and only if it is the intersection of sub- 
groups of finite index. For the free group with two generators, there exist sub- 
groups not having this property. The above topology is equivalent to that ob- 
tained by using only normal subgroups W of finite index as neighbourhoods of 


the identity. The completion @ 0f @ is shown to be a projective limit of the groups 
G/W, which are finite, and hence @ is compact and totally disconnected. If @ is 


countable, then @ is metrizable and is topologically equivalent to a Cantor set ©. 


A homeomorphism of @ with € is found such that Haar measure on @is Lebesgue 
measure on Ü (C is constructed to having Lebesgue measure 1). A final section 
deals with specific properties of free groups, showing inter alia that the inter- 
section of the commutator subgroups of a free group is the identity. 

E. Hewitt. 

Mackey, George W.: Funetions on locally compact groups. Bull. Amer. math. 
Soc. 56, 385—412 (1950). 

j Texte d’une conference ou 1l’A. indique les resultats obtenus dans l’ötude des 
representations des groupes localement compacts au moment ou il l’a exposee 
(1949). Bibliographie complete, a la m&me date, de la question. A. Revuz. 

Mautner, F. I.: A generalization of the Frobenius reciproeity theorem. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 37, 431—435 (1951). 

Soient @ un groupe localement compact unimodulaire, X un sous-groupe compact de @, 
k > u(k) une representation unitaire continue de K, 9 — U(g) la representation induite de @ 
engendre@e par u, dans l’espace hilbertien 9, definie par Mackey (ce Zbl. 35, 69). Le theor&me 
de reciprocite de Frobenius, dü & Weil quand @ est compact, est faux en general d’apres 
Mackey (ce Zbl. 45, 303). Mais il peut &tre formule ainsi: multiplicit€ de u dans U;(K) = 
dim(W;), oü U; est une „composante‘“‘ de U dans la decomposition centrale de l’anneau 
d’operateurs W engendre par U(G), et ou W7 est l’algebre commutante de U;(@). Sous cette 
forme, et moyennant la theorie de reduction de J.von Neumann, le theor&me vaut pour @ 
quelconque, et l’A. esquisse une demonstration. Il signale des rapports avec les fonctions 
spheriques de Gelfand (ce Zbl. 38, 274). Quand W est de type I, on peut &liminer l’hypothese 
que @ est compact [ä cet &gard, Mackey a obtenu depuis (ce Zbl. 5l, 19) une gen£ralisation 
plus etendue]. J. Diemier. 

Vilenkin, N. Ja.: Zur Theorie der schwach separablen Gruppen. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 22 (64), 135—177 (1948) [Russisch]. 

Vilenkin, N. Ja.: Gefaserte Abelsche topologische Gruppen und ihre Theorie 
der Charaktere. Mat. Sbornik, n. Ser. 24 (66), 189—226 (1949) [Russisch]. 

Vilenkin, N. Ja.: Über die Klassifikation von separablen und koseparablen 

‚topologischen Abelschen Gruppen. Mat. Sbornik, n. Ser. 27 (69), 85—102 (1950) 
[Russisch]. 

Vilenkin, N. Ja.: Theorie der topologischen Gruppen. ll: Direkte Produkte. 
Direkte Summen von Gruppen des Ranges1. Lokal-bikompakte Abelsche Gruppen. 
Gefaserte und schwach separable Gruppen. Uspechi mat. Nauk 5, Nr.4 (38), 

19-74 (1950) [Russisch]. 

Die vierte Arbeit ist eine zusammenfassende Darstellung des Inhaltes der drei ersten 
und einer früheren desselben Verf. [Mat. Sbornik, n. Ser. 19 (61), 311—340 (1946)]. Direkte 
Produkte mit markierten Untergruppen, Gegeben ist eine Menge topologischer Gruppen 
@&(AEM) mit „markierten‘“ Untergruppen H,, die der Symmetriebedingung genügen: Zu 
jeder Umgebung U, der Identität in G; gibt es eine Umgebung V, mit U, H,D H;, Vi und 
H,U,D V,H; (erfüllt z. B. für Normalteiler H,). Das direkte Produkt P’ (G); H}) besitzt als 
Elemente die Mengen (x;) mit x, € Gı und für fast alle A: x € H,. Die Topologie wird so de- 
finiert: Man nehme in jedem @; eine Umgebung der Identität U,,so daß für fast alle A: H; € U, 
(d.h. es gibt eine Umgebung der Identität V; mit VH,V,C U,). Die Menge der (x) mit 
x, € U; für alle A ist eine Umgebung der Identität in P’ (G7; H;). — Verf. untersucht not- 
wendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine gegebene Gruppe @ mit einer markier- 
ten Untergruppe H und einer Menge von Normalteilern @; inder Form P’ (G1; H;) geschrieben 
werden kann (H, = Gr H). Daneben betrachtet er die Sterntopologisierung (8. Kaplan, 
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dies. Zbl. 34, 306), die sich bei abzählbar viel Summanden'mit der freien Topologisierung als 
äquivalent erweist. Man kann für abelsche Gruppen Dualitätssätze hinsichtlich der direkten 
Summen mit markierten Untergruppen aussprechen, wenn man über diese Untergruppen 
geeignete Voraussetzungen macht. — NLB-Gruppen. Verf. untersucht weiter die im Kleinen 
bikompakten abelschen Gruppen. Die periodischen unter ihnen (d. h. jedes Element erzeugt 
eine bikompakte Untergruppe) sind dual zu den nulldimensionalen. Die nulldimensionalen 
periodischen (Typus NLB) bilden eine selbstduale Klasse. Ist @ vom Typus NLB und H eine 
offene bikompakte Untergruppe, so ist @ direkte Summe (mit H als markierter Untergruppe) 
seiner primären Untergruppen (,„primär‘“ bedeutet: für eine gewisse Primzahl p und jedes 
Element a gilt lim p"a= 0). Unter der Voraussetzung des zweiten Abzählbarkeitsaxioms 


werden weitere Aussagen gemacht über die direkte Zerlegung primärer Gruppen in Gruppen 
vom Rang 1. — Für gewisse Klassen von Gruppen werden universelle Gruppen konstruiert, 
die jede Gruppe der Klasse als abgeschlossene Untergruppe enthalten. Notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür, daß gewisse Gruppen andere als direkte Summanden ent- 
halten, werden abgeleitet. — Prüfergruppen. Mit dem sehr unglücklich gewählten Namen 
separabel belegt Verf. nach dem Vorgang von Krull die vollständigen abelschen Gruppen, 
in denen 1.) eine abzählbare Folge von offenen Untergruppen existiert, die die Null topologisch 
definiert, und in denen 2.)die Faktorgruppe nach einer offenen Untergruppe die Minimal- 
bedingung für Untergruppenfolgen erfüllt. Wir sagen lieber mit H. Leptin: ‚„Prüfergruppen“. 
(Die Separabilität wird immer vorausgesetzt, ist aber häufig überflüssig.) Dual zu den Prüfer- 
gruppen kann man co-Prüfergruppen definieren (‚‚coseparabel“). Syn-Prüfergruppen (‚schwach 
separabel‘“) sind dann Gruppen mit einer Prüferuntergruppe und zugehöriger co-Prüfer- 
Faktorgruppe — in einer solchen Zerlegung wird die Prüferuntergruppe „richtig“ genannt. 
Die Syn-Prüfergruppen bilden ein selbstduales System. Gefasert heißen abelsche Gruppen @ 
mit der Eigenschaft: 1.) Die Komponente der Null G, ist im Kleinen kompakt mit zweitem 
Abzählbarkeitsaxiom. 2.) Die maximale periodische Untergruppe G, von G/G, ist eine Syn- 
Prüfergruppe. 3.) (G/G,)/@, ist abzählbar und torsionsfrei. Auch diese Klasse ist selbstdual. 
Die Dualitätssätze, wie man sie von den im Kleinen kompakten Gruppen kennt, übertragen 
sich; auch Sätze über die Erblichkeit des Typus bei Untergruppen-, Faktorgruppen-, 
direkter Summenbildung und stetigen Homomorphismen; ferner Sätze über die direkte Sum- 
menzerlegung, wie sie aus der Prüferschen Theorie entspringen; und schließlich Sätze über 


die Existenz universeller Gruppen. — Obwohl nirgends tiefliegende Methoden verwendet 
werden, sind die Arbeiten wegen zahlreicher (aber wohl reparabler) Beweisfehler schwer zu 
lesen. H. Freudenthal. 


Vilenkin, N. Ja.: Zur Klassifizierung der nulldimensionalen, lokal kompakten, 
periodischen Abelschen Gruppen ohne Elemente endlicher Ordnung. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 28 (70), 503—536 (1951) [Russisch]. 

Vilenkin, N. Ja.: Über die Existenz lokal kompakter Gruppen mit gegebenen 
Ulmschen Faktoren. Mat. Sbornik, n. Ser. 29 (71), 13—30 (1951) [Russisch]. 

Vilenkin, N. Ja.: Über die Isomorphie lokal kompakter nulldimensionaler 
Abelseher Gruppen mit isomorphen Faktoren. Mat. Sbornik,n. Ser.29 (71) 31—62 
(1951) [Russisch]. 

Vilenkin,N.Ja.: Zur Klassifikation der nulldimensionalen, lokal Kompakten 
Abelsehen Gruppen mit überall diehter Menge der Elemente mit endlieher Ordnung. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 34, 55—80 (1954) [Russisch]. 

Mit Verf.s Begriffsbildungen [Mat. Sbornik, n. Ser. 19 (61) 85—154, 311— 340 
(1946)] wird die Prüfer-Ulmsche Theorie auf im kleinen kompakte, null- 
dimensionale, primäre Abelsche Gruppen ausgedehnt. Im Mittelpunkt der 
Untersuchungen stehen die Bedingungen der „vollständig regulären Schichtung“ 
pP"onp""G,—=Pp"(p"@,) und der Servanz P4EnG,= MG, (G. = a-te 
Gruppe der Ulmschen Kette von G, a = Ordinalzahl). Zwei Fälle sind vom Verf. 
bis jetzt behandelt worden: Gruppen ohne Elemente endlicher Ordnung und 
Gruppen mit einer überall dichten Teilmenge von Elementen endlicher Ordnung. 
Der erste Fall führt zu Ulmschen Faktoren, die direkte Summen von Gruppen J, 
sind, und zu einem Endglied R,. Die zweite und dritte Arbeit beschäftigen sich 
mit dem Falle von Ulmschen Faktoren, die direkte Summen endlicher zyklischer 
Gruppen sind, und einem Endglied der Form 9%. Hierbei spielt die Bedingung 


n[P” G,] = „[p” G,] eine Rolle. In der letzten Arbeit kommen neben den Ulmschen 
Ketten noch die mit der induktiven Erzeugung G%,, = 2” G, in Betracht. Be- 
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dingungen analog den obigen spielen hierbei eine Rolle. Es würde zu weit führen, 
wollte man die Sätze, die immer vom selben Typus sind, explizit wiedergeben. 
H. Freudenthal. 

Vilenkin, N. Ja.: Direkte und inverse Spektren von topologischen Gruppen 
und ihre Theorie der Charaktere. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 
503—532 (1951) [Russisch]. 

Untersuchungen über inverse und direkte Spektra, verschärft durch die 
Begriffe der Beschränktheit und Quasikonvexität (dies. Zbl. 37, 260; 44, 259). 
Invarianz der involutorischen Eigenschaft (Charaktergruppe der Charakter- 
gruppe = ursprüngliche Gruppe) bei inversem Grenzübergang. Definition der 
Umgebung im direkten Limes als Menge der € U,CG, mit Y g/U.<1, 
wo U, zusammengebörige quasikonvexe Umgebungen in den @, sind. Approxi- 
mation von Gruppen durch Untergruppen. Zusammenhang zwischen direkten 
und inversen Spektren über die Charakterbildung. Vergleich mit den Unter- 


‚suchungen von H.Freudenthal (dies. Zbl. 16, 280) und G. 8. Cogosvili (dies. 
Zbl. 42, 169). H. Freudenthal. 


Graev, M.1I.: Über freie Produkte topologischer Gruppen. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 14, 343—354 (1950) [Russisch]. 

Mit der Methode des Kakutanischen Beweises [Proc. Imp. Acad. Tokyo %0, 595—598 
(1944)] für den Markovschen Satz von der Erzeugung freier topologischer Gruppen aus einem 
vollständig regulären Raum zeigt Verf. die Existenz freier topologischer Produkte. Gesucht 
wird zu einer Menge topologischer Gruppen A.(a € M) eine topologische Gruppe G, die die 
A. als abgeschlossene Untergruppen enthält, mit der Abschließung der von den A. erzeugten 
Untergruppe identisch ist und zu jedem System stetiger Homomorphismen @, (A2«— H) eine 
Fortsetzung D(@ > H) gestattet. Die so definierte Gruppe wird konstruiert. Sie ist algebraisch 
mit dem freien Produkt der A, identisch und bis auf topologische Isomorphismen, die die A, 
fest lassen, eindeutig bestimmt. Die Operation der freien topologischen Produktbildung ist 
assoziativ (Produkt von Produkten = Produkt der ursprünglichen Gruppen). Ist M CM, so 
ist das Produkt über M’ und der zugehörige Normalteiler abgeschlossen im Produkt über WM. 

ß H. Freudenthal. 

Areskin, G@. Ja: Operatorstrukturen der lokal kompakten topologischen Grup- 
pen mit abzählbarem Gewicht. Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 67—90 und gru- 
sinische Zusammenfassg. 91 (1951) [Russisch]. 

Die Arbeit enthält eine Charakterisierung lokal kompakter topologischer 
Gruppen von abzählbarem Gewicht vermittels einer Anzahl von Eigenschaften, 
die sich rein algebraisch formulieren lassen. Verf. verfährt in ähnlicher Weise 
wie in früheren Arbeiten über die Struktur topologischer Räume (vgl. dies. Zbl. 33, 
23. 24; 45, 439). Um auch die Gruppeneigenschaften der topologischen Gruppe 
erfassen zu können, wird jedoch ein neuer Begriff erforderlich, der über die rein 
topologische Struktur hinausführt: Die topologische Struktur S heiße ‚‚Operator- 
struktur‘, wenn in $ eine „Multiplikation“ mit folgenden Eigenschaften erklärt 
ist: 1) Die Multiplikation sei assoziativ. 2) Ist } die leere Menge, so folge aus 
a-b=4/, daß a=/ oder b=/ ist. 3) Unvollständiges Distributivgesetz: 
Bere re) Vor o) und ce«-(aV db) (era)\V (ab). 

W. Thimm. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Iseki, Kiyoshi: On lattice theory. J. Osaka Inst. Sci. Technol., Part I 3, 
25—31 (1951). 
Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit werden in einer späteren Arbeit 
des Verf. (dies. Zb). 50, 27) wiederholt. @G. Pickert. 
Jönsson, Bjarni and Alfred Tarski: Boolean algebras with operators. I. Amer. 
. J. Math. 73, 891—939 (1951). 


Let B be a Boolean algebra. Following Stone we may assume that 5 is the field of all 
open-closed subsets of a totally disconnected compact space 8. Let A be the field of all subsets 
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of 8. Let y= f(x, . . ., %,) be an additive (= additive in each variable separately) mapping 
of B—=Bx Bx ..:-x B(n-times) into B. The authors definea mapping y = T* (1 ++, %n) 
of Ar into A such that (i) f* is an extension of f, (ii) /* is completely additive. The extension f* 
of f has many properties which distinguish f* among other possible completely additive exten- 
sions of f. For instance, if y= g(%, .. ., %) is a completely additive mapping of 4” into A 
and if g(&1, + &) SflX1s - - -, Zn) OT 21, ..., &n € B, then g(@1,..-, 9) <t*(&ı, .- -, %) 
for 2,...,m€ A. If fis normal, i.e. f(...,0,...)= 0, then there is a relation R in 8” +! 
such that f(21,..., m) = R*(2...., %) = 2 } 2 : N (Eis... &n,n) ER]. — A Boolean 
ESCHE 
algebra with operators is, by definition, a system (B, fi, fa, - . .) where Bis a Boolean algebra 
and y=filzj,.-.,&%)(#=1,2,...) areadditive mappings of B"'into B. The main theorem | 
of the paper is that each Boolean algebra with operators can be extended to a complete atom- | 
istic Boolean algebra with completely additive operators. Viz.(A, fi, fg» -- ») forms such an 


extension, called the perfect extension. If the Boolean algebra with operators belongs to a 
class L of algebras, equationally definable by means of Boolean addition and multiplication 
and by means of the operators f}, fs; . - -, then its perfect extension belongs also to the class Z. 
If all the operators f}, fs, . .. are normal, then the perfect extension of (B, fi, f,,...) is a 
complex algebra, i. e. the algebra (A, RY, R#,...) where A is the field of all subsets of & 


| 
and x(@=1,2,...)isarelation in s”i*". — The final part of the paper contains applications | 


to special kinds of Boolean algebras with operators, viz. to closure algebras, to eylindrie 
algebras and to projective algebras. It follows from the main extension theorem that each 
topological space T is homeomorphic to a subset of a topological space 7’ with a completely 
additive closure operation. R. Sikorski. 


Jönsson, Bjarni and Alfred Tarski: Boolean algebras with operators. I. 
Amer. J. Math. 74, 127—162 (1952). 

This interesting paper treats of relation algebras and Brandt gruppoids. — A relation 
algebra is a Boolean algebra A with a unary operation ‚‚‘‘ (conversion), a binary operation 
»;“ (relative multiplication) and a distinguished element 1’€ A. Relation algebras are 
characterized by some axioms which prove to be satisfied if A is a Boolean algebra of some 
subrelations of an equivalence relation V, 1’ is the identity function, and ‚vo‘ and ‚‚;‘ are 
the conversion and the relative multiplication of relations. Relation algebras (with the usual 
set-theoretical operation) of some subrelation of an equivalence relation V are called proper 
relation algebras. If, moreover, V = U x U, then they are called proper relation algebras 
on the set U. R.C. Lyndon (this Zbl. 3%, 293) proved that there is a relation algebra which 
is not isomorphic to a proper relation algebra. The reviewed paper contains some necessary 
and sufficient conditions for a given relation algebra to be isomorphic with a proper relation 
algebra, or with a proper relation algebra on a set U. For instance, if A is atomistie and each 
atom x of A is a functional element (i.e. x;x <1’), then A is isomorphic to a proper relation 
algebra. A is isomorphic to a proper relation algebra of all relations RC V (= an equivalence 
relation) if and only if A is a complete, atomistic relation algebra such that x2;1; x<}’ for 
every atom x; moreover, if A is simple, then V= Ux U. Since each relation algebra is a 
Boolean algebra with operators, the results from the first part of the paper (see the preceding 
review) can be applied. We infer that each relation algebra can be extended to a complete 
and atomistic relation algebra. Each relation algebra A is isomorphic to a relation algebra 4’ 
such that A’ is a family of binary relations RCV,V is an equivalence relation, 1’ is the identity 
function, the operations „u“, „„;‘ and the Boolean addition have their usual set-theoretical 
meaning, however the Boolean multiplication need not be the set-theoretical intersection. — 
A relation algebra A is said to be respectively: of class 1 if 07; 0’ = 0, where 0’ is the comple- 
ment of 1’; of class 2 if 0';0’ = 1’; of class 3 if 0/;0’ = 1 = the greätest element of A. It 
is proved that each relation algebra is isomorphic to the cardinal product of relation algebras 
A], Az, Ay of classes 1, 2, 3 respectively. The following two types of relation algebras are 
also examined: 1) relation algebras such that each atom is a functional element; 2) integral 
relation algebras characterized by the condition: if x; y = 0, then either <= Or y=0. — 
In the final section of the paper the authors examine the conncetion between relation algebras 
and Brandt gruppoids [H. Brandt, Math. Ann. 96, 119—180 (1926/27)]. Each generalized 
Brandt gruppoid determines uniquely a complete atomistic relation algebrasuch that everyatom 
is a functional element. If Gisa Brandt gruppoid, then A is simple. Conversely, each atomistie 
relation algebra such that every atom is a functional element, is isomorphie to a subalgebra 
to the relation algebra determined by a generalized Brandt gruppoid G. Moreover, if A is 
simple, then@isa Brandt gruppoid. The case where@is a group is also examined. R.Sikorski. 


Ribeiro, Hugo: A remark on Boolean algebras with operators. Amer. J. Math. 
74, 163—167 (1952). 


Let B be a Boolean algebra. Jönsson and Tarski (cf. the preceding 
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reviews) associated with every mapping y = f(x,,...,&n) of B"= Bx:--:xB 
(n-times) into B a mapping y=ft(&,,...,%,) of A" into A where A is the 


perfect extension of B (i.e. A is the field of all subsets of the space of all prime 
ideals of B). The author proves the following theorem which is a generalization 
of Theorem 2.10 in the quoted paper of Jönsson and Tarski: Let ® be the smallest 
set which includes all additive mappings of B"(n=1,2,...) into B and is 
_ elosed with respect to the operation of composition of functions. Then, if g,,. . ., (n 
are monotonic mappings of B” into Band if f€E Dis a mapping of B* into B, 
Be have (flgı,-- Mm) =tld,...,9] [R=flg::--.9u] is the function 
Ber rg, 2, ele)]: R. Sikorski. 
z Chin, Louise H. and Alfred Tarski: Distributive and modular laws in the 
arithmetie of relation algebras. Univ. California Publ. Math., n. Ser. 1, 341—384 
1951). 
3 De ein Postulatensystem (vgl. Tarski, dies. Zbl. 26, 244) werden die Relationen- 
algebren (RA) als Boolsche Algebren (mit den Operationen v,, 7; 1 Einselement, < In- 


klusion), zu denen als weitere Operationen das (Peircesche) Produkt am b und die Bildung 
des Konversen a* hinzutreten, charakterisiert. [Sind x, y, 2, Elemente einer Menge U,a,b, 
zweistellige Relationen (d.h. Mengen von geordneten Paaren von Elementen von U), dann 


it demb= z2(Ey) (2, y) Ca & (y, z)€b); ferner sei hier die duale Operation zu m 
mit W (Peircesche) Summe bezeichnet und mit I =xy(x=y) (d.h. also die Menge aller 


Paare (z,x) mitx€ U) das Identitätselement.]— Die Arbeit ist der Arithmetik der RA 
gewidmet, d.h. Beziehungen zwischen verschiedenen RA werden nicht behandelt, sondern 
Identitäten, die in jeder RA gelten. Auf deduktivem Wege werden zunächst eine Reihe von 
allgemeinen Gesetzen abgeleitet, darunter speziell drei Dualitätstheoreme, die den Über- 
gang von vorgelegten Identitäten zu drei verschiedenen Arten von dualen Identitäten ge- 
statten, ferner die Eliminierbarkeit von - als Grundbegriff, sowie Kennzeichnungen von 
speziellen Arten von Elementen, z.B. Aquivalenzelemente (a=am 1), Funktionen 
((a- ma)=<I) u.a. — Seien allgemein ©) und ® zwei zweistellige Operationen, dann wird 
ein Element a links distributiv, streng links modular, (standard)-links modu.arfür © unter ® 

genannt, wenn für alle Elemente 2,49: O(2& © y)=(«aOx © (aO©y), bzw.aQO(2 8 y) = 
(a ®© x ®8y, bzw. aO(2B8(a © Yy))=(a®x, ®8(a©y) gilt. Im zweiten Teil der Arbeit 
(die im wesentlichen von L.H.Chin stammt) werden einfache Kennzeichnungen von Ele- 
menten der obengenannten Eigenschaften unter fast allen Paaren von Operationen v,N, W, 
m gegeben. Die (nicht nur formal) interessanten Ergebnisse sind in Tabellen zusammen- 
gefaßt; um nur ein Beispiel zu nennen, werden folgende Aussagen als äquivalent erwiesen: 
(1) a ist links distributiv für m unter N, (2) «a ist links modular für m unter w, (3) «a ist eine 
Funktion. Unter den allgemeinen Bemerkungen findet sich das folgende (unpublizierte) 
Ergebnis von Tarski: es gibt kein Entscheidungsverfahren für die Arithmetik der RA, und 
ferner: jede Beweisbarkeitsfrage (bzg. eines Axiomensystems) läßt sich auf das Problem zu- 
rückführen, ob eine Gleichung identisch in jeder RA erfüllt ist. G. H. Müller. 

Sarkin, Ju. I.: Unabhängige Axiomensysteme, die einen Verband bestimmen. 
Ukrain. mat. Zurn. 3, 85—97 (1951) [Russisch]. 

Determination de tous les soussystemes minimaux complets des trois 
systemes d’axiomes ci-dessous permettant trois definitions de la structure de 
treillis: 1) systeme avec deux operations + et o, les axiomes demändant l’asso- 
ciativite, la commutativite, l’idempotence de + et >, la loi d’absorption aob = 

Za+tb=a et sa duale; 2) m&me systeme mais les deux lois d’absorption 
- precedentes etant remplacees paraoe(a+b) =a,(a+b)ea=a,ace(b+a)=a, 
(b+-a)oa=au et leurs duales; 3) systeme avec deux operations + et © et une 
relation binaire <, les axiomes demandant que < soit une relation d’ordre et 


que ab<sa, que ab<sbet que csa&csb—c<saob. — Les resultats de 
Kobayasi [Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 6—9 (1943)] sont des cas particuliers 
_ de la determination des sous systemes minimaux de 2). J. Riguet. 


Sul’gejfer, E. 6.: Die Primfaktorzerlegung in Verbänden mit Multiplikation. 
- Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr. 3, 100—114 (1950) [Russisch]. 
By a multiplicative structure S the author understands an associative multipli- 
_ cative lattice (in the terminology of Birkhoff, Lattice Theory, rev. ed., New York 1948, 
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this Zbl. 33, 101) with a greatest element e (which however need not be a unity of $), and 
suchthatab<aN b(a, bE€ 8). Thezero of 8, if it exists,is denotedbyO. Then Sissaid to possessa 
„good arithmetic‘“, if 1) every a =+ e, O in $ can be expressed as a product of a finite number 
of factors which are prime elements (Birkhoff 1. c.), unique to within the order of the factors, 
and2)ifa,bES,a<b, then there exist c, dE 8 such that a = be = db. — The main object 
of the paper is to give necessary and sufficient conditions for 8 to have a good arithmetie. 
S is called semi-commutative if ab = ba for any maximal elements a, b€ $. The author 
proves the following Basic Theorem: Let 8 be a multiplicative structure with at least one 
element = e,0. Then 8 has a good arithmetic if and only if the following conditions hold: | 
1) The greatest element e is a unity of 8, 2)S is semi-commutative, 3) $ satisfies the ascending 
chain condition, 4) every prime element + 0 of $ is maximal, 5) the powers of a prime maximal 
element which are = 0, are distinct, 6) if pis a prime maximal element then there is no element 
strietly between two successive powers of p which are distinet. — The conditions are also 
shown to be independent and a structure satisfying them is shown to be a distributive lattice. — 

IE Ris any (associative) ring, then a sublattice © of \\(R), the lattice of all two-sided ideals 

of R, is called a closed sublattice if 1)A, BE Simplies ABE © and 2) A€ ©, B2A implies 
BE®&. Any closed sublattice of$(R) is amultiplicative structure and the basic theorem applies. 
This allows comparison with previous results by Uzkow (this Zbl. 22, 303) and Asano 

(this Zbl. 2%, 105). In particular, for a commutative ring the conditions 1)—6) are equivalent 
to the conditions given by Moriya and Kobayasi [Proc. Imp. Acad. Tokyo 1%, 129-133 

(1941)]. — Finally it is noted that the two-sided ‚‚quasi-ideals‘ in an associative ring (Sul’- 

gejfer, this Zbl. 3%, 259, there called „„Additionsideal‘‘) form a multiplicative structure and 
this is compared with the multiplicative structure of all two-sided ideals: If there is a good 

arithmetic for two-sided ideals in R, then there is a good arithmetic for the two-sided quasi- 

ideals in R. P. M. Cohn. 


Jakubik, Jan: Die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Verbandes in ein direktes 
Produkt. Mat.-fyz. Sbornik, Slovensk. Akad. Vied Umeni 1, 45—49 und russische 
Zusammenfassg. 50 (1951) [Slowakisch]. 

Birkhoff (Lattice Theory, Rev. ed. New York 1948, p. 26 Ccr. this Zbl. 33, 
101) proved the uniqueness of factorisation of any ordered set with O0 and 1 and 
asked whether a unique factorisation holds for any lattice (p. 27 problem 11); 
for a general ordered set the uniqueness does not hold (T.Nakayama — J. Ha- 
shimoto, this Zbl. 36, 296, also loc. cit. p. 26 note 14). Now the author answers 
in affirmative the Birkhoff’s question. The proof is backed upon 5 lemmas, the 
5 of which reads: Let the lattice Z be isomorphic to the direct product JJA. 


(€ M) (relatively to the isomorphism i,) as well as to the direct product IIB, 


wEeN) (isomorphism i,); for vE L and aE M let A,(u) be the set of all the 
points zE Z such that for each x the i,-image of x has the components equal to 
the corresponding components of u all but «-component which is any point of 
A,. Let A® be the projection of the i,-image of A, into B; where BEN; then 
A(u) = A,(u) N B;(u) (of course Af(u) and B;(u) are defined relatively to ?,). 
The lemmas 1—4 are dealing with elementar properties of projections of convex 
sublattices. G. Kurepa. 

Korinek, Vladimir: Lattices in which the theorem of Jordan-Hölder is ge- 
nerally true. Acad. Teheque Sei., Bull. internat., Cl. Sci. math. natur. med. 1949, 
307—324 (1951). 

Es handelt sich um eine axiomatische Untersuchung des Gültigkeitsbereiches des Jordan- 
Hölderschen (kurz: JH-) Satzes in Verbänden. (Vgl. dazu auch: Ore, dies. Zbl. 12, 5, sowie 
Birkhoff, Lattice Theory, 2. Aufl., New York 1948, Kap. V, Kap. VI, 3, dies. Zbl. 33, 101.) 
Ein Paar von Verbandselementen a,b mit a >b wird ein „Quotient“ genannt und mit a/b 
bezeichnet. Der JH-Satz bezieht sich auf einen Quotienten a/b eines Verbandes und auf zwei 
maximale, d. h. nicht mehr verfeinerbare Ketten zwischena undb:@qa —= Von > 
«e=bW>bh>.->b= b. Er lautet: Esistr = s, und man kann die Quotienten a:la:+ı 
der einen Kette derart umkehrbar eindeutig den Quotienten b;/b;1 der anderen Kette zuord- 
nen, daß entsprechende Quotienten „ähnlich“ sind. Der hierbei eingehende Begriff „ähnlich“ 
wird im allgemeinen wie folgt definiert: (1) Glta =bucundbnc=d, so heißen die Quo- 
tienten a/b und c/d „direkt ähnlich“. (2) Zwei Quotienten a/b und c/d heißen schlechthin 
„ähnlich“, wenn es eine Reihe endlich vieler Quotienten a/b = ay/by, Arldıs..-, An/bn = c/d 
gibt derart, daß je zwei aufeinanderfolgende Quotienten direkt ähnlich sind. — Verf. unter- 
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‚ sucht nun hier zwei schärfere, zueinander duale Formulierungen des JH-Satzes, die er durch 


_ 


‚die folgende Verfeinerung der Ähnlichkeitsdefinition erhält: (3) Gilt a=bucundbnc=d, 


so heißt a/b „nach unten direkt ähnlich“ zu c/d, und umgekehrt c/d „‚nach oben direktähnlich“ 


zu a/b. (4) a/b heißt „unterhalb einfach ähnlich‘ zu c/d, wenn es ein x/y gibt derart, daß 


sowohl a/b als auch c/d nach unten direkt ähnlich zu x/y ist. Dual dazu wird „oberhalb einfach 
ähnlich‘ erklärt. Wenn man im JH-Satz die Ähnlichkeit durch die unterhalb einfache bzw. 
die oberhalb einfache Ähnlichkeit ersetzt, so erhält man einen „‚unteren‘‘ und einen „oberen“ 
JH-Satz. Um deren Gültigkeitsbereiche zu untersuchen, setzt Verf. von den betrachteten 
Verbänden L voraus, daß zwischen Zähler und Nenner eines jeden Quotienten aus L nur 
Ketten endlicher Länge existieren (abgeschwächte Kettenbedingung). Der Hauptsatz lautet: 
In Z gilt dann und nur dann für alle Quotienten der untere JH-Satz, wenn Z die folgende 
Bedingung erfüllt: (5) Ist a/b nach unten direkt ähnlich zu c/d, und ist a/b prim (d.h.: gibt 
es kein echt zwischen « und 5 liegendes Element), so ist auch c/d prim. Diese Bedingung ist 
für die genannten Verbände ZL gleichwertig mit der folgenden, von Birkhoff angegebenen 
Bedingung (vgl. Lattice Theory, 2. Aufl. 8. 66, £’”): Ist a oberer Nachbar von x und y, und 
ist <= y, so sind x und % obere Nachbarn von @r y. — Indem man in (5) ‚unten‘ durch 
„oben“ ersetzt, so erhält man in dualer Weise eine notwendige und hinreichende Bedingung 


- (6) für die Gültigkeit des oberen JH-Satzes | Verbände mit (6) heißen nach Birkhoff ‚„semi- 


modular“; vgl. Lattice Theory, 2. Aufl., Kap. VII]. Genau dann, wenn ZL beide Bedingungen 
(5) und (6) erfüllt, wenn also in Z sowohl der untere als auch der obere JH-Satz gilt, ist Z 
modular. — Verf. beweist ferner noch folgende Eindeutigkeitssätze: Die im unteren bzw. 
oberen JH-Satz erwähnte Zuordnung der a;/a;+1ı zu den b;/b; +1 ist jeweils eindeutig bestimmt. 
In=#einem modularen Verbande fallen beide Zuordnungen zusammen. P. Roquette. 

Benado, M.: La normalite d’Ouzkov et le theor&me de Jordan-Hölder. Commun. 
Acad. Republ. popul. Romäne 1, 7—9, russische und französ. Zusammenfassgn. 
9—10, 10—11 (1951) [Rumänisch]. 

Eine Untersuchung über den Satz von Jordan-Hölder in Verbänden. Eine 
Weiterentwicklung der Resultate von A. I. Uzkov (dies. Zbl. 20, 206) und V. Ko- 
Tinek (dies. Zbl. 26, 387). L. Kaloujnine. 

Foster, Alfred L.: Ring-logies and p-rings. Univ. California Publ. Math., n. Ser. 
1, 385—396 (1951). 

Unter einem p-Ring (für eine Primzahl p) versteht man einen Ring mit 
aP — x, px —=0 für jedes Ringelement x. Die von 2 — x + 1 erzeugte Gruppe 
von Abbildungen eines Ringes auf sich wird mit N bezeichnet. Ein Ring heißt 
Ring-Logik mod N, wenn 1. die Addition des Ringes sich aus der Multiplikation 
und den Abbildungen aus N zusammensetzen läßt — wie das z.B. für einen 
2-Ring nach der bekannten Formel a +b = (a(b +1)+ 1) ((a +1)b + l) +1 
möglich ist — und 2. keine die Gleichung <+1=x-+, 1 für alle x erfüllende, 
aber von + verschiedene Verknüpfung +, zusammen mit der Multiplikation des 
Ringes die Menge der Ringelemente ebenfalls zu einem Ring macht. Unter expli- 
ziter Darstellung der Addition durch Multiplikation und die Abbildungen aus N 
wird gezeigt, daß jeder p-Ring eine Ring-Logik mod N ist. @. Pickert. 

Almeida Costa, A.: Über Endomorphismenringe. Gaz. Mat., Lisboa 12, Nr. 50, 
17-=21(1951) [Portugiesisch]. 

Dans cet article l’A. complete quelques uns des resultats obtenus anterieure- 
ment (ce Zbl. 33, 12; 45, 11). @G. Ancochea. 

@ Azumaya, 6.: Algebraische Theorie der einfachen Ringe. Tokyo: Kawaide 


" Shobö 1951. 2,2,182 p. Yen 300 [Japanisch]. 


Zelinsky, Daniel: Rings with ideal nuclei. Duke math. J. 18, 431—442 (1951). 

Let R be a complete topological ring with an open neighbourhood base at O0 consisting 
of ideals (‚ideal nuclei‘ for short). Then R can be expressed as an inverse limit of discrete rings. 
Conversely every inverse limit of discrete rings is a complete ring with ideal nuclei. Moreover, 
a complete ring with ideal nuclei decomposes into a direct sum if and only if the residue class 
rings modulo the open ideals admit direct decompositions which correspond under the natural 
homomorphisms. These results are applied to commutative rings, semisimple rings and fields. 


- Let R be a commutative ring with a base of ideal nuclei Au; if M is any open prime ideal 
in R, define B.= {x E R|sx€ 4, for some s € M} (B, is the isolated component of A. de- 
'termined by the complement of Min R). Then B, is anidealin R and the rings R/B. form 
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an inverse system in a natural way. Their inverse limit is called the M-adie completion of 
R. It is now shown thatif Ris any commutative ring with ideal nuclei and minimum condit’on | 
modulo every open ideal, then its completion is the complete direct sum of a radical ring 

and primary rings with unit-elements; the primary rings here are just the M-adie completions 
of R, where M ranges over the open regular maximal ideals of R. Next the author shows ‚that 
a complete semisimple ring with a countable base of ideal nuclei and minimum condition 
modulo open ideals is the complete direct sum of discrete rings, each a matrix ring over a 
divisionring. A note (added in proof) states that the countability hypothesis can be omitted. — 
Finally topological fields F with an open bounded additive subgroup are considered. Such | 
a field F has an open bounded order R, and if R has unique factorization for ideals, then the | 
completion of F is a field if and only if the topology in F can be defined by a valuation. In 
the general case the completion of F can be expressed as a local direct sum (cf. Braconnier, | 
this Zbl. 34, 164) of the p-adic completions of F with respect to the valuation rings of the | 
prime ideals p of R. P. M. Cohn. 


Nakayama, Tadasi: Supplementary remarks on Frobeniusean algebras. Proc. 
Japan. Acad. 25, Nr.7, 45—50 (1949). 

Eine Algebra A über einem Körper F heißt Frobeniusalgebra, wenn A ein 
1-Element besitzt und die beiden regulären Darstellungen von A in F äqui- 
valent sind. Es werden einseitige Kriterien für Frobeniusalgebren aufgestellt, 
durch die frühere Ergenisse des Verf. verfeinert werden (dies. Zbl. 21, 294; 26, 
58): (1) Eine primäre Algebra A mit einem Linkseinselement ist dann und nur 
dann Frobeniusalgebra, wenn jedes Rechtsideal e A mit einem primitiven Idem- 
potent e ein eindeutig bestimmtes minimales Rechtsunterideal besitzt; (2) Eine | 


Algebra A ist dann und nur dann Frobeniusalgebra, wenn A ein Linkseinselement 
besitzt und der Linksannullator Z(N) des Radikals N ein Rechtshauptideal ist. 
Durch Angabe eines Beispiels wird gezeigt, daß diese Ergebnisse nicht bei Ringen 
mit Minimalbedingung gelten. Schließlich wird ein früheres Ergebnis über die 
Restklassenalgebra einer Frobeniusalgebra im angegebenen Sinne verfeinert. 
F. Kasch. 
Nakayama, Tadasi and Masatoshi Ikeda: Supplementary remarks on Fro- 
beniusean algebras. II. Osaka math. J. 2, 7—12 (1950). 
Es sei A eine Algebra über einem Körper F. Bezeichnet man mit I! bzw. r ein Links- 
bzw. Rechtsideal aus A und mit r(l) bzw. /(r) den Rechts- bzw. Linksannullator von ! bzw. r, 
dann heißt A quasi-Frobeniusalgebra, wenn die beiden dualen Beziehungen (aı) I(r(l)) = 1, 
(a) r(l(r)) = r für alle Links- und Rechtsideale gelten. A ist dann und nur dann Frobenius- | 
algebra, wenn zusätzlich die folg. Ranggleichungen bestehen: (bı) (:F) + (r():F)=(A:F), | 
(b,) (r:F) + (K(r):F) = (A:F). Es wird untersucht, welche Beziehungen zwischen diesen 
Bedingungen bestehen und insbesondere gezeigt, daß aus den linksseitigen Bedingungen | 
(aı) bzw. (aı) und (bı) die rechtsseitigen (a,) bzw. (ar) und (b,) folgen; das bedeutet, daß die | 
einseitigen Bedingungen bereits hinreichend dafür sind, daß eine Algebra quasi-Frobenius- 
bzw. Frobeniusalgebra ist. Dies gilt im allgemeinen nicht für Ringe mit Minimalbedingung, | 
sondern nur dann, wenn Kompositionsreihen von A aus Links- und Rechtsidealen die gleiche | 
Länge besitzen. Ferner wird gezeigt, daß bei Algebren die Bedingung (a:) für alle Linksideale | 
gilt, wenn sie für nilpotente Ideale erfüllt ist. F.Kasch. 
Ikeda, Masatoshi: Some generalizations of quasi-Frobenius rings. Osaka | 
math. J. 3, 227—239 (1951). | 
Bezeichnungen wie im vorhergehenden Ref. Es wird die gleiche Frage wie 
in der dort referierten Arbeit für Ringe mit Minimalbedingung untersucht. 
Ein Ring A mit Minimalbedingung heißt quasi-Frobeniusring, wenn die Be- 
dingungen (a) und (a,) gelten. Das Bestehen der einseitigen Bedingung (a) 
wird durch idealtheoretische Eigenschaften charakterisiert ; so folgt z. B. aus (a), 
daß A ein Einselement besitzt und daß jedes Linksideal aus A, welches ein ein- 
deutig bestimmtes minimales Linksideal enthält, selbst in einem unzerlegbaren. 
Linksideal Ae mit einem primitiven Idempotent e enthalten ist. Aus den Er- 
gebnissen folgt, daß dann und nur dann jeder Restklassenring eines Ringes A 
quasi-Frobeniusring ist, wenn A ein einreihiger (uni-serial) Ring ist. Damit wird 
ein Ergebnis von T.Nakayama verallgemeinert (dies. Zbl. 24, 99). 


F. Kasch. 
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3 Albert, A. A.: New simple power-assoeiative algebras. Summa Brasil. Math. 
—%, 183—194 (1951). : 
U sei eine (nicht notwendig assoziative) Algebra über einem Körper %, dessen 
_ Charakteristik kein Teiler von 30 ist. Unter A+ werde die Jordan-Algebra ver- 
standen, welche aus X durch Einführung der neuen Multiplikation (x,y) — 
3(2y + yx) an Stelle der alten Multiplikation (x,%y) > xy entsteht. A+ sei zentral 
einfach, und das Einselement von A+ gestatte bei passender Grundkörpererweite- 
rung eine additive Zerlegung in mehr als zwei paarweise orthogonale Idempotente. 
Aus den Rechenregeln xx? = «?x, (x?2)x = xx? für W folgt dann, daß X potenz- 
assoziativ ist. Es sei nun + darstellbar als die Jordan-Algebra der Fixelemente 
eines involutorischen Antiautomorphismus einer Algebra & über %, deren Multi- 
-plikation sich aus der Multiplikation von & genau so ergibt wie die Multiplikation 
von X+ aus der von VW. Dann folgt bereits aus der Rechenregel 2x? = x?x für W, 
daß U zentral einfach und potenzassoziativ ist, und von ®& ausgehend läßt sich 
_ eine aus Y durch Grundkörpererweiterung entstehende Algebra bilden. @. Pickert. 


Askinuze, V.G.: Ein Satz über die Zerfällbarkeit der J-Algebren. Ukrain. 
mat. Zurn. 3, 381—398 (1951) [Russisch]. 

„* This paper is an extension of the ‚„Wedderburn principal theorem for Jordan algebras“ 
by A.A. Albert (this Zbl.24, 10), but the Jordan algebras considered here are of more 
general type, namely those algebras U over a nonmodular field P for which a?(ba) = (a?b) «a 
for every two elements a, bof U. A Jordan algebra U is called ‚„‚splittable‘‘ if U is a subdirect 
sum U=N + B, where N is the radical of U,and B=Z U/N. The author proves that for every 
reduced algebra U, = U/N there exists such finite extension R of the field P that (U)z is 
a splittable Jordan algebra. Wedderburn’s principal theorem is then extended for the general 
Jordan algebras as follows: Every Jordan algebra U over a nonmodular field P is the subdirect 
sum of its radical and a subalgebra isomorphic to the factor algebra U/N . — The proof is almost 
identical with Albert’s (cf. paper above, $5), but here N, is used in place of the ideal 
N,(=UNH”) where N, denotes the linear subspace of all elements of U which are divisors 
of zero, and is proved to beanidealof U. Misprints: page 384: for ,=af— lreadg=afi—1, 
for fir —1l= afi — zfın — (1A) —1red xfirı -l=efi— ah + (14) — 1; 
page 385: for 2[u, (u a)]Ju =---=2auread --- = 2au,. H. Popova. 


Dynkin, E. B.: Autormophismen halbeinfacher Liescher Algebren. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 629—632 (1951) [Russisch]. 

Seien aı,...,&„ die einfachen Wurzeln einer halbeinfachen Lieschen Algebra @ und ea, 
die entsprechenden Wurzelvektoren [vgl. Dynkin, Mat. Sbornik, n. Ser. 18 (60), 347—352 
(1946) oder Uspechi mat. Nauk 2, Nr. 4 (20), 59—127 (1947)]. Jeder hinsichtlich der Cartan- 
schen Metrik (Skalarprodukt (a, $)) isometrischen Abbildung «5 — ax, des Systems der ein- 


fachen Wurzeln auf sich selbst entspricht ein Automorphismus f von @, der durch f(&:) = ax,, 
f(ex;) = &,, bestimmt ist. Sei ® die Gruppe aller solcher Automorphismen. Alsdann ist die 


Gruppe X aller Automorphismen das halb-direkte Produkt von ® und dem Normalteiler W, 
aller inneren Automorphismen von GE: Y=-W,B8= BU. — Im Falle der einfachen 
Gruppen kann man ® und damit die äußeren Automorphismen aus den Dynkinschen 
Schemata (Dynkin, dies. Zbl. 48, 16) ermitteln. Der Beweis obigen Satzes beruht 
auf vier Hilfssätzen: 1. Ein innerer Automorphismus, der das System der positiven 
Wurzeln in sich selbst überführt, läßt alle Wurzeln fest. 2. Sei H die lineare Hülle des Wurzel- 
systems 2 und S die Gruppe aller eine Cartansche Unteralgebra invariant lassenden Auto- 
morphismen. Dann gibt es für jedes h€ H ein € 8 derart, daß h’ = p(h) für jede positive 
Wurzel y der Bedingung (h’, y) > 0 genügt. 3. Zwei verschiedene Systeme positiver Wurzeln, 
entsprechend zwei verschiedenen „Anordnungen“ (= „ymopanosenun“) in H (dieser Begriff 
wird vom Verf. hier nicht erklärt und ist auch aus der folgenden Beweisskizze nicht zu er- 
kennen; Bemerkung des Ref.) werden durch einen inneren Automorphismus p € 8 ineinander 
übergeführt. 4. Ein Automorphismus, der alle einfachen Wurzeln fest läßt, ist ein innerer. — 
Ein zweiter Satz betrifft die zuerst von Mal’cev [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 8, 
143—174 (1944)] behandelte Aufzählung der auto-kontragredienten irreduziblen Darstellungen 
von @. Zwei Darstellungen X und X, der Algebra @ heißen kontragredient, wenn X, = — X’ 
(wobei der ’ Transposition andeutet). X ist auto-kontragredient, wenn X zu seiner Kontra- 
gredienten äquivalent ist. Es zeigt sich, daß alle irreduziblen Darstellungen der Algebren 
Ba, On, Dax, Ge, Fı, Er, Es auto-kontragredient sind, während es für A„, Daxzı, Es nur die- 
jenigen sind, deren höchstes Gewicht bei allen Automorphismen aus ® invariant ist. Für alle 


Zentralblatt für Mathematik. 45. 21 


322 


halbeinfachen Algebren wird eine notwendige und hinreichende Bedingung angegeben, deren 
Erfülltsein am Schema der Gruppe abzulesen ist. H. Schwerdtfeger. 


Skornjakov, L. A.: Alternativkörper der Charakteristik 2 und 3. Ukrain. mat. 
Zurn. 2, Nr. 3, 9499 (1950) [Russisch]. 

Verf. modizifiert seinen früheren Beweis des Satzes, daß jeder echte Alter- 
nativkörper der Charakteristik #2, #3 eine Cayley-Dickson Algebra über 


seinem Zentrum ist (dies. Zbl. 41, 365), so daß er auch für den Fall der Charak- | 


teristik 3 gültig bleibt. Damit ist das Ergebnis von Bruck und Kleinfeld 


(dies. Zbl. 44, 22, 23 und 47, 31) für den Fall der Charakteristik =2 aufanderem 
Wege hergeleitet. Darüber hinaus behauptet Verf., bewiesen zu haben, daß jeder 


Alternativkörper der Charakteristik 2 assoziativ ist; der Beweis dieses Satzes 


ist falsch, wie schon M. Hall bemerkt hat [Math. Rev. 14, 240 (1953)]. Der Fehler 
ist ein Rechenfehler auf Seite 98 oben, wo durch Multiplikation der Gleichungen | 


(VI) und (VII) erhalten wird a®a =at?a anstatt ta?t=at”a. 
R. Moufang. 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


® Landau, Edmund: Einführung in die elementare und analytische Theorie der 
algebraischen Zahlen und der Ideale. 2. Aufl. New York: Chelsea Publishing 


Company 1949. VII, 147 S. mit 14 Textfig. 
Unveränderter Nachdruck der 1927 bei B. G. Teubner (Leipzig) erschienenen 2. Auflage 
des im Titel genannten Buches. 


Tamagawa, Tsuneo: On the theory of ramification groups and conductors. 


Japanese J. Math. 21, 197—215 (1951). 
Besprechung in dies. Zbl. 52, 35. 


Kneser, Martin: Zum expliziten Reziprozitätsgesetz von I.R. Safarevic. 
Math. Nachr. 6, 89—96 (1951). 

AusgangspunktistdievonSafarevi&angegebenemultiplikativeBasisdarstellungfürZahlen 
A eines p-adischen Körpers [dies. Zbl.36, 159, und Hasse, Math. Nachr. 5, 301—327 (1951)]. 
Diese Basisdarstellung hängt dabei noch von der willkürlichen Wahl eines Primelementes x 


6) 


ab. Safareviö gab loc. cit. eine Formel für den Wert des Normenrestsymbols 


an, aus- 


gedrückt durch die Exponenten der Basisdarstellung von A, B und einer aus ihnen gebildeten 
dritten Zahl. Die Herleitung dieser Formel, die Safarevi© durch ziemlich umfangreiche Rech- 
nungen erhielt, geschieht in der vorliegenden Arbeit auf einem wesentlich kürzeren Wege. — 
Es sei bemerkt, daß man eine viel einfachere Theorie zur Bestimmung des Wertes des Normen- 
restsymboles erhält, wenn man auf die Auszeichnung eines Primelementes x verzichtet. 
Ernst Witt. 

Hochschild, 6.: Local elass field theory. Ann. of Math., II. Ser. 51, 331—347 
(1950). 

Local class field theory is treated by means of cohomology theory. Let L/K be a Galois 
extension with Galois group %. Let 9 be an invariant subgroup of &, an F be the correspond- 


ing subfield of L. The lifting A of the Galois 2-cohomology group H2(2/ö, F*) (F* being 


the multiplicative group of F) into H?(%, L*) is an (into-) isomorphism, and the kernel of 
the restrietion og of H?(%, L*) into H?(9, L*) coincides with A(H°(2/9, F*)). These are 
known from the theory of crossed products and a purely cohomological proof to the former 
was given by Eilenberg-MacLane (this. Zbl. 29, 341), but the author proves the latter 
half also cohomologically [cf. a later paper Serre, this Zbl. 38, 365, t00]. Then, for two Galois 
extensions %,, 3, 0f K, the above two facts are used to transfer a Galois 2-cohomology class 
in F,/K split by F, to a such in F,/K, and this procedure is used to obtain a „‚prineipal“ 
2-cohomology class for a Galois extension F of a p-adic number field K, starting from such a 
one for an unramified, cyclic extension of K. Then a „prineipal‘‘ homomorphism of the Galois 
group % of F/K into the norm-class group K*/Nrıx(F*) is defined by means of the principal 
cohomology class and a conctruction introduced by the reviewer (this Zbl. 12, 390). A theorem 
of Witt (this Zbl. 12, 148) and Akizuki (this Zbl. 13, 293) is used to see the relationship 
of the prineipal homomorphisms for L/K and F/K with LDF. Then the main theorems of 
local class field theory, including the existense theorem, are established more or less similarly 
as in Chevalley (this Zbl. 6, 292). The reviewer’s note: The purely cohomological method 
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"in the present paper has served to pave the road for later cohomological studies of global 
-elass field theory; cf. Nakayama (this Zbl. 46, 38), Hochschild-Nakayama (this 
Zbl. 47, 38), Tate (this Zbl. 47, 37). T. Nakayama. 


@ Chevalley, Claude: Introduction to the theory oi algebraie funetions of one 
variable. (Mathematical Surveys Nr. VI.) New York: American Mathematical 
Society 1951. XI, 188 p. $ 4.—. 


Verf. stellt sich im vorliegenden Werk die Aufgabe, die Theorie der algebraischen Funk- 
tionenkörper einer Veränderlichen (AF1) mit den algebraischen Methoden der Zahlentheorie 
zu entwickeln (vgl. hierzu etwa den auf AF1 bezüglichen Teil von Hasse, ‚Zahlentheorie‘‘, 

_ dies. Zbl. 35, 20). Er behandelt dabei gemäß dem allgemeinen algebraischen Ansatz Funktionen- 
_ körper über ganz beliebigen Konstantenkörpern, d.h. ein AF1 ist eine endlich-erzeugbare Er- 
_ weiterung R vom Transzendenzgrad 1 seines (innerhalb R algebraisch abgeschlossenen) Kon- 
stantenkörpers K; es wird nicht zusätzlich gefordert, daß R/K separabel erzeugbar ist. Das 
Fehlen von Separabilitätsvoraussetzungen (im Gegensatz zur Mehrzahl der übrigen Literatur) 
ist vom algebraischen Standpunkt aus sehr zu begrüßen. Hierin (und im letzten Kapitel) liegt 
hauptsächlich, wie es scheint, der Wert dieses Buches. — Inhaltlich beschränkt sich Verf. (aus- 
genommen im letzten Kapitel) auf den elementareren Teil der Theorie (Divisorentheorie, 
Riemann-Rochscher Satz, Erweiterungstheorie) und legt das Hauptgewicht darauf, eine sichere 
und breite Grundlage für die höheren Teile zu geben (Klassenkörpertheorie, Korrespondenzen- 
theorie, Riemannsche Vermutung). Dabei beweist Verf. im Gegensatz zu anderen Autoren (vgl. 
etwa, Hasse, ‚‚Zahlentheorie‘‘) fast alle wesentlichen Sätze, ohne explizit auf die Darstellung 
von’R als endlich-algebraische Erweiterung eines rationalen Funktionenkörpers K (x) Bezug zu 
nehmen. In dem sehr interessanten letzten Kapitel wird der ‚klassische Fall‘‘ (K = komplexer 
Zahlkörper) behandelt. Hier wird zur axiomatischen Unterbauung der klassischen Theorie der 
algebraischen Funktionen von der Algebra aus ein entsprechender Ansatz gemacht, wie von 
der Topologie her in der Weylschen ‚‚Idee der Riemannschen Fläche‘. — An Vorkenntnissen 
werden nur die Grundtatsachen aus der Algebra erwartet, lediglich in Kap. VII werden zu- 
sätzlich einige Kenntnisse der Funktionentheorie und der algebraischen Topologie voraus- 
gesetzt. Das Buch ist in einem trockenen, etwas an Bourbaki erinnernden Stil geschrieben; 
es dürfte besonders als Handbuch für den Kenner der Theorie sehr nützlich sein. — Über den 
Inhalt des Buches ist folgendes zu berichten: Kap.I (,,Places and Divisors‘‘) bringt die Be- 
gründung des Rechnens mit Divisoren mit Hilfe von Bewertungen. Hier findet sich u.a. 
der Nachweis der Existenz unendlich vieler (nichtäquivalenter) Bewertungen in einem AF1 
_ R/K (S. 9—10), der Beweis der Unabhängigkeit endlich vieler Bewertungen (8. 11—12), 
die Begründung der Kongruenzenrechnung (8. 14), sowie der Satz, daß einHauptdivisor 
den Grad O besitzt (S. 18). — Kap. II (,‚The Theorem of Riemann-Roch‘‘) bringt einen recht 
kurzen Beweis des Riemann-Rochschen Satzes nach dem Vorbild von A. Weil (dies. Zbl. 19, 


247) im Zusammenhang mit folgender Frage: Ist ein Kongruenzensystem «= xp modpP bei 
vorgegebenem Divisor a — J//p°P und Elementsystem {xp} (jedes xp € R, p alle Primdivisoren 


p 
von R; ‚‚repartition‘‘) simultan durch ein x € R lösbar? (Verallgemeinerung des verschärften 
Annäherungssatzes.) Dem Beweis des Riemann-Rochschen Satzes liegt folgende algebraische 
Definition (ohne Benutzung der perfekten Hüllen Rp von R) eines Differentials w zugrunde: 
& ist ein System linearer Abbildungen {wo#} (p alle Primdivisoren von R) von Rin K mit den 
Eigenschaften 1) Y »#(x) = 0 für jedes z€ R (Residuensatz), 2)es existiert ein Divisor 


p 
w = // p”P, so daß w#(zp) — 0 für alle zp € R mit einer Ordnungszahl >wy für P (w besitzt 


f) 
nur endlich viele Nullstellen und Pole). Der Zusammenhang dieser Differentiale mit den Diffe- 
rentiationen von R wird erst später (8. 116—117) aufgezeigt. — Kap. III (‚The p-adice Com- 
pletions‘‘) enthält die Theorie der zu den Primdivisoren p gehörigen perfekten Hüllen Rp 
nach dem Vorbild von Hensel. Die Existenz und Eindeutigkeit eines relationstreuen 

, Vertretersystems modp in Rp läßt sich nur für den maximalen separablen Teilkörper Ins 
des Restklassenkörpers 2/, beweisen (S. 44-46). Nach ‚‚Fortsetzung‘‘ der Differentiale zu 
Abbildungen aus dem Ring der additiven Idele (Systeme {xp} mit xp € Rp) in K und Definition 
des Residuums eines Differentials an einer Stelle folgt leicht der Residuensatz sowie die 
Existenz eines Differentials mit vorgegebenen Residuen der Summe 0. — In den anschließenden 
beiden Kapiteln wird die Erweiterungstheorie algebraischer Fkt.-Kp. untersucht, d.h. das Ver- 
"halten der Divisoren von R/K bei Einbettung in einen AF1 8/L mit R Cs undonaR=R. — 
Kap. IV (‚Extensions of fields of algebraic functions‘‘) enthält das Zerlegungsgesetz bei 

_ einer solchen Erweiterung, sowie für den Fall einer endlich-algebraischen Erweiterung ohne 
Separabilitätsvoraussetzung den Nachweis der Gradrelation [$: R] = & eifı (&4 Verzwei- 


‘ 
gungsordnung, fi Restklassengrad der über p liegenden Primdiv. ®ı von 8), der Existenz lokaler 
21a 
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Ganzheitsbasen für S/R (8.56) und den Satz über die Aufspaltung der Ringerweite- 


rung S/Rp von S/R als direkte Summe der perfekten Körper 8%: (S. 60). Bei der Ableitung 
der Differentensätze (8. 69—74) wird S/R als separabel vorausgesetzt, jedoch der Fall eines 
inseparablen Restklassenkörpers mit eingeschlossen. — Kap. V („Extensions of the field of 
constants‘‘) ist allgemeinen Konstantenerweiterungen gewidmet; eine diesbezügliche 
Theorie war im Hinblick auf neuere Arbeiten schon sehr notwendig (vgl. Deuring, dies. 
Zbl. 16, 346; 24, 12, 13; sowie Roquette, dies. Zbl. 51, 273). Verf. beweist das Zerlegungs- 
gesetz (S. 92), die Dimensionsinvarianz eines Divisors (S. 96) und die Invarianz des 
Geschlechts (8. 99) bei einer Konstantenerweiterung. Letztere gilt i. a. nur bei „separablen‘ 
Konst.-Erweiterungen, wobei der Begriff ‚„separabel‘‘ für beliebige Körpererweiterungen 


algebrentheoretisch so gefaßt wird, daß er den Begriff „separabel erzeugbar‘‘ umfaßt (8.77 


bis 82). — In Kap. VI (‚Exact Differentials‘‘) identifiziert Verf. im Fall eines separablen AF1 
RK seinen Differentialbegriff mit dem sonst üblichen (vgl. etwa Hasse, Zahlentheorie, S. 345); 
im inseparablen Fall verschwinden alle Hasseschen Differentiale. Es findet sich hier ferner 
die Hurwitzsche Relativgeschlechtsformel (S. 106, 110), der Satz von Lüroth (8. 106) 


und ein zweiter Beweis der Geschlechtsinvarianz bei separablen Konstantenerweiterungen. | 
Ferner werden unter der Voraussetzung, daß R die Charakteristik 0 hat, die Differentiale | 
3. Gattung (mit lauter verschwindenden Residuen) behandelt. Bei dieser Charakteristikein- 


schränkung kann ein residuenfreies Differential an jeder vorgegebenen Stelle mit beliebiger 
Genauigkeit durch exakte Differentiale (d.h. durch Differentiale d& mit x € R) approximiert 
werden (8. 127). Hieraus folgt (S. 130), daß die Anzahl der linear unabhängigen Differentiale 
2. Gattung modulo den exakten Differentialen gleich 2g ist (g = Geschlecht von R). — In dem 
umfangreichen Kap. VII (‚‚The Riemann Surface‘‘) wird der Konstantenkörper K von R stets 
als komplexer Zahlkörper angenommen, mit seiner natürlichen Topologie. Verf. definiert in 
invarianter Weise eine Topologie auf der Menge R der Primdiv. p von R, nämlich als die 
schwächste Topologie auf X, bei der alle Abbildungen p > z(p) von Rin K stetig sind [x alle 
Elemente von R, x(P) jeweils der konstante Rest von x modP; vgl. hierzu auch A. Weil, dies. 
Zbl. 43, 270]. R erweist sich leicht als Riemannsche Fläche, in welcher die Elemente typ aus R mit 
der Ordnungszahl 1 bei der zu 9 gehörigen Bewertung Ortsuniformisierende für p im Sinne der 
Topologie sind, und in welcher genau die Abbildungen p — z(P) meromorphe Funktionen sind 


(S. 135, 139). Somit erscheint R als ‚‚Funktionenkörper‘‘ von R im eigentlichen Sinne. Unter- 


Zugrundelegung dieser Begriffsbildungen beweist Verf. zunächst den Cauchyschen Integral- 


satz und den Residuensatz (S. 148, 152), um dann zum Abelschen Theorem und den | 
bilinearen Relationen von Riemann für die Perioden ganzer Differentiale überzugehen | 


(S. 172, 184). Zu dem hierzu nötigen Nachweis, daß das arithmetische Geschlecht g von R 


gleich dem topologischen Geschlecht von R ist, bestimmt Verf. die Struktur der Homologie- ' 
gruppen von R (im Sinne der ‚‚singulären‘‘ Homologie; vgl. Eilenberg-Steenrod, dies. Zbl. | 
47, 414). Da die Gedankengänge dieser Untersuchungen bedeutsam werden können, seien sie | 


hier skizziert, jedoch der Kürze halber nur für Differentiale 2. Gattung: Sind ® und ®’ zwei 


Differentiale 2. Gattung von R, so gibt es zu jeder Stelle p von R Elemente fp, fp € Rp, deren | 
in Ry» gebildete Differentiale jeweils gleich der p-Komponente von » bzw. w’ sind. Setzt man | 


ip (@, ©’) = Residuum p(fpo’) = — Residuum p(fp ©), so ist j(w, ©) = I jp(w, w’) eine bi- 


lineare antisymmetrische Funktion der Diff. 2. Gattung, die infolge des Residuensatzes ver- 
schwindet, falls eines der Argumente ein exaktes Diff. ist. Ist A(w) irgendeine lineare Funktion | 
der Diff. 2. Gattung, welche für exakte Diff. verschwindet, so gibt es ein x mit A(®) = j(@4, @) | 
(S. 155—156); hierdurch ist 4 bis auf exakte Diff. eindeutig bestimmt. Hieraus folgt: Jeder | 


eindimensionalen Homologieklasse c auf R läßt sich bis auf exakte Diff. eindeutig ein Diff. 


2. Gattung @. zuordnen, so daß fo = j(@., ®) ist; c— @, ist ein Isomorphismus (S. 167) | 
’ 2 | 


der eindimensionalen Homologiegruppe H, von Rin den K-Faktormodul D/E der Diff. 2. Gattung | 
modulo den exakten Diff. Hierbei erzeugt das Bild 2 (H,) bzgl. K den ganzen Modul D/E, ist 


jedoch andererseits ein endlicher Modul in bezug auf den Integritätsbereich der ganzen Zahlen. 
Folglich ist H, eine freie abelsche Gruppe (8. 169), deren Erzeugendenanzahl gleich dem 
K-Rang von D/E, also gleich 2g ist. Zum Nachweis benutzt Verf. hier die geometrisch-topolo- 
gischen Eigenschaften der durch i(c, c’) = j(we., we)/2rx Y — 1 definierten Schnittzahl zweier 
Homologieklassen c, c’ aus H,. Diese ist bilinear und antisymmetrisch, hat ganzzahlige Werte 
und verschwindet, wenn c und c’ durch punktfremde Zyklen repräsentiert werden (S. 157—161). 
Verf. kann eine kanonische Basis 2,,...,25, von H, derart auswählen, daß &(2x, 21) = U 
oder 0 ist, je nachdem obl=%-+.g ist oder nicht. Hieraus folgt eine explizite Darstellung 
von 7(®, w’) durch die Riemannsche Bilinearform der Integralperioden: 


i 1 2 
elle Se Lele) 
nV — 1-21 2% Zeh ei j 
(man beachte, daß j rein algebraisch konstruiert wurde). — Die Gruppe der Divisorenklassen 
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vom Grade O von R besitzt dieselbe Struktur wie die 29-dimensionale Torusgruppe (S. 176); 


der Beweis des Verf. hierfür ist wohlneu und auch recht kurz (mit Hilfe des Abelschen Theorems; 


vgl. auch den für beliebige Funktionenkörper gültigen geometrischen Beweis von A. Weil, 
dies. Zbl. 37, 162). — Das Buch enthält 6 Abschnitte, in welchen als Beispiele die rationalen, 
‚elliptischen und hyperelliptischen Funktionenkörper diskutiert werden (1 $3, IT $$2,3,8,IV $9, 


_ VII$ 10). E. Lamprecht und P. Roquette. 


Igusa, Jun-ichi: On a theorem of Lueroth. M&m. Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 


26, 251—253 (1951). 


In questa breve nota si dimostra la seguente generalizzazione del teorema 
di Lüroth: Se K & un sopracampo di grado di trascendenza 1 sopra un campo k, 
e se € contenuto in un ampliamento trascendente puro di k, esso & un ampliamento 

 trascendente semplice di %. La dimostrazione & ottenuta, con linguaggio geometrico, 
attraverso due lemmi, che mettono bene in luce la sostanza geometrica della 
questione. Del primo lemma si danno tre dimostrazioni, in tre ordini di idee 
abbastanza diversi. Si fa l’ipotesi semplificativa (sebbene non restrittiva per 
‚la validitä del teorema) che %k sia perfetto. M. Benedicty. 

Igusa, Jun-ichi: Algebraie correspondences between algebraic varieties. J.math. 
Soc. Japan 3, 215—219 (1951). 

Über dem komplexen Zahlkörper als Konstantenkörper werden zwei vollständige (com- 
ple#) Mannigfaltigkeiten U und V betrachtet. Ein Divisor X von U x Y wird ‚„Korrespon- 
denz‘‘ zwischen U und V genannt. X heißt von der Wertigkeit 0, wenn er die Form besitzt: 
X=Y,xV/+UxY,+(p), wo Y, ein U-Divisor, Y, ein V-Divisor und (9) der Divisor 
einer Funktion @ auf U x V ist. Rechnet man modulo den Korrespondenzen der Wertigkeit 0, 
so bilden die Korrespondenzen zwischen U und V den ‚Korrespondenzmodul“ O(U, V). 
Zur Bestimmung von O(U, V) wird zusätzlich die Existenz von nichtsingulären projektiven 
Modellen für U, V vorausgesetzt. Es sei auf U eine Basis ®; der Picardschen Differentiale 
l. Gattung vorgegeben, sowie eine Basis y; der eindimensionalen Zyklen; es sei 2 = je, 

: „ 
die zugehörige Riemannsche Periodenmatrix. Es gehöre Q zur Abelschen Mannigfaltigkeit 4, 
und entsprechend konstruiere man, von V ausgehend, eine Abelsche Mannigfaltigkeit B. 
Verf. zeigt: O(U, V) ist isomorph zum Modul H(A, B) aller Homomorphismen von A in B 
(im Sinne von A. Weil, dies. Zbl. 3%, 162). Da H(A, B) nach A. Weil nur von den Kategorien 
von 4, B abhängt, so kann man in dieser Formulierung A durch die Albanesische Mannig- 
faltigkeit von U, und B durch die Picardsche Mannigfaltigkeit von V ersetzen; diese letztere 
Formulierung des Satzes ist nach den Worten des Verf. die natürliche. P. Roquette. 

Sce, Michele: Su una generalizzazione delle matriei di Riemann. I, II. Ann. 
Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. Ser. 5, 81—103, 301—327 (1951). 

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit betrachtet der Verf. die elementare Theorie der 
Weylschen Matrizen; das hatte schon A. A. Albert gemacht (dies. Zbl. 12, 391); der Stand- 
punkt ist jedoch hier ein etwas anderer. Neben dem Isomorphismus betrachtet der Verf. auch 
den Equimorphismus; formal wird der letzte wie der erste erklärt, er verlangt aber nicht, 
daß isomorphe Weylsche Matrizen dieselbe Ordnung haben. Es wird dann bewiesen, daß die 
durch Equimorphismus definierte ‚„‚Unreinheit‘‘ mit der gewöhnlichen übereinstimmt. Für 
die unreinen Matrizen erreicht man bekanntlich durch den Satz von Poincare-Weyl eine 
Art kanonischer Form; hier wird auch eine Signatur (auch umschließendes Symbol 
genannt) erklärt, mit der man eine Schranke für die Singularitäts- und Multiplizierbar- 
keitsindizes der Weylschen Matrizen findet (vielleicht ist es möglich, mittels dieser Form 
die Lücken der gemeinten Indizes zu untersuchen). Nachdem man bewiesen hat, daß man 
die Weylschen Matrizen über dem reellen Körper durch Kontragredienz auf diagonale Form 
zurückführen kann, definiert man als streng unrein diejenigen unreinen Matrizen, deren 
Diagonalkomponenten dieselben charakteristischen Wurzeln mit proportionalen Vielfach- 
heiten besitzen. Im zweiten Teil studiert der Verf. solche Matrizen R, daß entweder RW = 
O’R oder WR = RC’ ist, wo W eine Weylsche und (’ eine diagonale oder eine rein kom- 
plexe Matrix ist; die Matrizen R werden ‚‚verallgemeinerte Riemannsche Matrizen‘ genannt. 
In verschiedener Weise werden auch diejenigen Begriffe verallgemeinert, die für Riemannsche 
Matrizen gewöhnlich sind; die Unreinheit ist z.B. in drei Richtungen erweitert worden: 

'„matrici acatare con algebra moltiplicazione non al&ebra divisione“, reduzierbare Matrizen, 

unreine Matrizen. — Vielleicht ist die allgemeine Theorie der betrachteten Matrizen nicht 
vervollständigt worden und die gefundenen Sätze sind eher Wegweiser als vollständige Er- 
gebnisse; im Falle der quadratischen Riemannschen Matrizen dagegen ist die Theorie sehr 
weit geführt worden: man kennt auch die „algebra moltiplicazione‘‘, die dieselbe wie die 
der entsprechenden Weylschen Matrix ist. F. Conforto. 
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Nakano, Shigeo: On invariant differential forms on group varieties. J. math. 
Soc. Japan 2, 216—227 (1951). N R 

In the first part of the paper, the author extends to higher dimensional algebraic varieties / 
the notion of differential form, which had been introduced by A. Weil in the case of curves 
(Sur les courbes algebriques et les varietes qui s’en deduisent, Paris 1948, this Zbl. 36, 160). 


Roughly speaking, a differential form on V is a coset of the group of functions onVxPV 
which vanish along the diagonal D modulo the subgroup of those which vanish „of the second | 
order“ along D. The differential forms form a module over the field R of rational functions 


on the variety, which is dual to the module of derivations of R. The notion of coboundary 
(or differential) may be extended to differential forms on a variety. Let now G be a group 
variety. To every a€ @ there corresponds a left translation 7, on G, which induces a trans- 


formation 67T. of the module of differential forms into itself. A differential form is said to | 


be left-invariant if it is transformed into itself by every operation ö7',. The author proves 


that, if @ is of dimension n, then there are n linearly independent left-invariant differential 
forms on @, say @1, - . -,@., which form a base of the module of differential forms. These 


may be obtained as follows: selecting a coordinate system composed of functions which are 0 


at the unit element of @, the coordinates of x! y, considered as functions on Ex @ vanish 


on the diagonal and yield left-invariant differential forms, of which n are linearly independent. 


The characteristic of the basic field being assumed to be + 2, we may write do; =$ 2% CR, 


7 
the c;jx’s being constants. These constants are constants of structure of a Lie algebra g(@), 


the Lie algebra of the group @, which may be identified to the space of left-invariant deri- 
vations of the field of rational functions on G. The author proves that, if H is an algebraie 
subgroup of @, then g(H) may be identified in a natural manner with a subalgebra of g(@); 
and, if f is & „separable‘‘ algebraic homomorphism of G onto an algebraic group L, then f 
defines a homomorphism of 9(@) onto g(L). ©. Chevalley (R). 


Zahlentheorie: 


Walfisz (Val’fis), A. Z.: Elementare Lösungen der Pellsehen Gleiehung. Trudy 
mat. Inst. Razmadze 18, 115—132 und grusinische Zusammenfassg. 132 (1951) 
[Russisch]. 

Walfisz (Val’fis), A. Z.: Die Pellsche Gleichung in imaginären quadratischen 
Zahlkörpern. Trudy mat. Inst. Razmadze 18,133—151 und grusinische Zusammen- 
fassg. 150 (1951) [Russisch]. 

These two closely connected papers contain an elementary theory of Pell’s 
equation &® — ky? = 1 (i) in the rational field, and (ii) in any imaginary quadratie 
field. The method is essentially that of Dirichlet in his proof of the unit theorem 
for general algebraic fields. The interest lies mainly in the way how the con- 
struction is kept at an elementary level. In particular, the proof in case (i) does 
not make use of irrational numbers, and it is shown in an algebraic way that 


the real quadratic field P(Yk) is ordered. K. Mahler. 


Lomadze, 6. A.: Über die simultane Darstellung zweier ganzer Zahlen als 
Summe von ganzen Zahlen und ihren Quadraten. Trudy mat. Inst. Razmadze 
18, 153—181 und grusinische Zusammenfassg. 181 (1951) [Russisch]. 

Let r,(n, m) be the number of integral solutions of the simultaneous equa- 
tion +... + =n, % 4+-.-+%,= m. The author obtains the formula 
for r,(n,m) when s=5,6,7,8. He proves that for 5<s<s8, rs, (n, m) is 
exactly the obtained from the singular series. L. K. Hua. 

Mardzanisvili, K. K.: Über die simultane Darstellung eines Paares von Zahlen 
als Summen von Primzahlen und ihren Quadraten. Trudy mat. Inst. Razmadze 
18, 183—208 und grusiuische Zusammenfassg. 207 (1951) [Russisch]. 

Let s be an integer >7. The author proves that for sufficiently large inte- 
gers N, and N, satisfying N, = N, (mod 2), N, = s (mod 24),and1+e< N,/VN, 
<Ys—e, we have s primes 9,...,9 Such that p + +9, = N,3 
pi ++ 9% =N,. For more general problem see a paper of the author (this 
Zbl. 24, 293) or the booklet of the reviewer (this Zbl. 41, 369) or Publ. math. 


rz 
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Inst., Acad. Sinica 1, 173—180 (1953). The author worked in every detail for 
the present case. L. K. Hua. 


va Rodosskij, K. A.: Über die Anzahl der L- -Funktionen, die Nullstellen in einem 
' gewissen Rechteck haben. Ukrain. mat. Zurn. 3, 399-403 (1951) [Russisch]. 
| The author proves in detail that if InD> 40,09<A<1l, Tis any real 
number, and 7, = I7I+3 \5, then fewer than 445000 (In D7,)® (D? 7, JAN 4 
 ofthe @(D) L-functions with characters modulo D have zeros oa +it in the 
 rectangle A<o<1, |! — T|< }. The proof involves only elementary argu- 
ments with the infinite series for the Z-functions. An immediate corollary is 
that if 1/10 21 —A> (InlnD)/(InD), then the number of ZL-functions with 
characters modulo D which have zeros o + it such that A<o < land |i| < In? D 
does not exceed DA(1-4) where Ais a positive constant. This corollary essentially 
includes the main theorem of a paper of Linnik [Mat. Sbornik, n. Ser. 15 (57), 
-3—12 (1944)], which in turn is the easier half of the ‚‚basic theorem“ used by 
Linnik in deriving his inequality for the least prime number in an arithmetic 
progression [Mat. Sbornik, n. Ser. 15 (57), 139—178 (1944)]. Note: The author 
inadvertently uses the notation r(n, D) to mean two different things, namely 
rlsand. .Dutld). P. T. Bateman. 
d|\n,d>D d|n,d>D 

e Cudakov (Tschudakoff), N. @.: Einführung in die Theorie der Dirichlet- 
schen L-Funktionen. Moskau-Leningrad: OGIZ, Staatsverlag für Technisch- 
Theoretische Literatur. 1947. 203 S., R. 7.—. 

Ein Büchlein von ausgesprochenem Lehrbuchcharakter, eine gute Einführung 
in die Theorie der Dirichletreihen und ihrer Anwendungen auf die Primzahl- 
verteilung. Die Theorie der Charaktere wird neu und einheitlich ausgeführt. Die 
analytischen Eigenschaften der L-Funktionen bis zu den Sätzen von Page- 
Siegel über die Lage der Nullstellen werden klar abgeleitet. Approximation 
von rz(z,k,l) und ihre Anwendung auf die Primzahlen (nach Vinogradov) 
bilden den Abschluß. Kenntnis von Spezialliteratur ist zur Lektüre nicht er- 
forderlich. @. Hoheisel. 


Ansari, A. R.: On prime representing funetion. Ganita 2, 81—-82 (1951). 

W.H. Mills hat gezeigt (dies. Zbl. 33, 163), daß bei en A > 1.die 
Funktion [4°] für =1,2,... eine Pririzahl darstellt. Verf. zeigt, daß die ent- 
sprechende Aussage gilt, wenn die Zahl 3 durch beliebiges « > Ir ersetzt wird. 
Zum Beweis wird ein Ergebnis von Ingham benutzt aus Zbl. 17, 389): Ist 9, 
die n-te Primzahl, so ist 9+1 — Pn > Ep, wo z +e,e>0undk=k(e) 
eine positive Konstante ist. Überdies gilt unter Annahme der Riemannschen Ver- 
mutung: Für beliebiges c> 2 und bestimmtes B stellt [B°”] für natürliches & 
eine Primzahl dar. B. Schoeneberg. 


Voronoj. G. F.: Bemerkungen über indefinite quadratische Formen. Ukrain. 
mat. Zurn. 3, 240—271 (1951) [Russisch]. 

Diese Bemerkungen sind an verschiedenen Tagen des Jahres 1908 nieder- 
geschrieben worden. Sie beziehen sich auf indefinite quadratische Formen mit 
ganzrationalen Koeffizienten und beliebiger Variabelnzahl, welche keine eigent- 
liche Nulldarstellung besitzen. Da indessen, wie Minkowski schon 18 Jahre 
früher (Gesammelte Abhandlungen I, Leipzig 1911, S. 227) gezeigt hatte, solche 
Formen nur bei 2, 3 oder 4 Variabeln existieren, so versprechen allgemeine Unter- 
suchungen, wie sie der Verf. anstellt, wenn man nicht das wichtige Minkowskische 
Resultat neu gewinnen will, wenig Gewinn. Möglicherweise können die Ansätze 
Voronojs in dieser Richtung ausgenutzt werden, sie seien daher jüngeren Mathe- 
matikern zur Beachtung empfohlen. Der spezielle Fall der ternären Formen 
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führt den Verf. zu dem Minimum # Va, welches aber etwas schlechter ist 


als das einige Jahre früher von Markov angegebene genaue Minimum V2 4/3 
[Math. Ann. 56, 233—251 (1903)]. H. Brandt. 


Voronoj, &. F.: Über indefinite quadratische Formen. Ukrain. mat. Zurn. 3, 
272—-278 (1951) [Russisch]. 

Verf. beginnt diese im Jahre 1908 niedergeschriebenen Bemerkungen damit, | 
daß er die Hoffnung ausspricht, jetzt endlich den Algorithmus gefunden zu haben, 
mit dem die indefiniten quaternären quadratischen Formen zu behandeln sind. 
Er gibt aber nur die Ergebnisse einiger mit der Form #2 + y? — 32? — 31? vor- 
genommenen Berechnungen an, ohne einen allgemeinen Satz auszusprechen 
oder die Ziele seiner Untersuchungen ahnen zu lassen. Vgl. indessen folgendes 
Referat. H. Brandt. 


Venkov, B. A.: Über 6. F. Voronojs wissenschaftliches Tagebuch. Ukrain. 
mat. Zurn. 3, 279-289 (1951) [Russisch]. 


Nach allgemeinen Bemerkungen über die Tagebuchaufzeichnungen ($1) weist Verf. 
darauf hin, daß die Entwicklung der Arithmetik der quadratischen Formen im 19. Jahrhundert 
wesentlich durch das sich langsam vorbereitende, aber zuerst bei Hermite klar herausge- 
arbeitete Prinzip der ‚‚paramötres continus‘‘ bestimmt ist, mit dem sich auch Voronoj 
intensiv beschäftigt hat ($2). Das wissenschaftliche Tagebuch ist vor den Abhandlungen 
dadurch ausgezeichnet, daß es auch die indefiniten Formen in die Betrachtung einbezieht. 
Leider werden aber nur Ansätze, keine Lösungen gegeben. Verf. gibt 4 Problemkreise an, 
die hier zu behandeln wären ($ 3). Es wird dann ziemlich ausführlich der Fall n = 2 betrachtet, 
der durch Klein und Markov sehr gefördert worden ist ($4). Wesentlich schwieriger sind 
die indefiniten Formen mit n>2, zu denen Verf. Beiträge geliefert hat [dies. Zbl. 15, 393; | 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 9, 429—494 (1945)], die sich möglicherweise mit den 
unausgesprochenen Gedanken Voronojs berühren könnten ($$5, 6). Zuletzt gibt Verf. eine 
Übersicht über den Inhalt des gedruckten Tagebuchauszuges, wobei er eine Verbindung mit 
eigenen Entwicklungen herzustellen sucht ($ 77). H. Brandt. 

Lekkerkerker, €. G.: Vortrag in der Reihe „Aktualitäten‘“ über den Satz von | 
Minkowski-Hajös. Math. Centrum, Rapport ZW 1951—008, 13 p. (1951) (hekto- 
graphiert) [Holländisch]. 

Bericht über die Arbeiten von Minkowski, Hajos, Redei, Fary über den 
Minkowski-Hajosschen Satz. Er wird zunächst in seiner gruppentheoretischen | 
Fassung vorgeführt und dann seine Aquivalenz mit dem Problem der lückenlosen 
Erfüllung des Raumes mit Würfeln und dem Grenzfall des Minkowskischen 
Linearformensatzes dargetan. O.-H. Keller. 


Mahler, K.: On the minimum determinant and the eireumsceribed hexagons 
of a convex domain. Nederl. Akad. Wet., Proc. 50, 692—703 (1947). 

Es sei A ein Gitter mit Det. d(A); V(K) und A(K) Flächeninhalt bzw. die 
kleinste Determinante eines Bereiches K, Q(K) = V/A. Es wird vorausgesetzt, daß 
K symmetrisch in bezug auf O und konvex ist. Ist K ein Polygon von 2n Seiten, 
dann wird geschrieben K = //,. Zunächst wird gezeigt, daß bei jedem irre- 
duziblen K (für die Definition vgl. Mahler, dies. Zbl. 36, 310, erstes Referat), 
welches kein Parallelogramm ist, der Rand überall eine stetige Tangente besitzt. 
(Gilt nicht allgemein für Sternbereiche.) Zu jedem K gibt es weiter ein einge- 
schriebenes Sechseck h und ein umgeschriebenes H, so daß 4V(h) =3V (H). Dies 
wurde bereits allgemein von L. Fejes (dies. Zbl. 20, 401) gezeigt. Es wird nun 


Q =infQ(K) über alle K betrachtet. Bereits früher zeigte der Verf. 12 <Q< 2x/V3 
(dies. Zbl. 36, 310, zweites Referat). Es wird weiter Q, =infQ(IZ,) über alle 
II, untersucht. //, heißt extrem, wenn Q(/7,) =Q, ist. Analog für K. Diese 
existieren stets, und es gilt liimQ, =@. Es ist: Q(1/,) 216(3 — Y2)/7= Q,, und 
das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn //, affin-äquivalent zum regulären Achteck 


ist, also es ist Q, < Q(E) = 2x/V3 (E Ellipse). Es wird noch ein weiterer Bereich 
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konstruiert, für den Q(K) noch kleiner ist. Diese Arbeit stellt einen bedeutenden 
Fortschritt für das Problem der dünnsten dichtesten Lagerung in der Ebene dar. 
E. Hlawka. 
Obrechkoff, N.: Sur Papproximation diophantique linsaire. C. r. Acad. Bulgare 


Sci. 3, Nr. 2—3, 1—4 (1951). 
By means of Dirichlet’s principle (Schubfach-Prinzip), the following result is proved: 


U wı, ®,, ..., @m are real numbers and n is a positive integer, then there exist integers 
%, %> ».-, %n, not all zero such that |wı 21 + 2, +" + om m — y| s 1/(n + 1)", 
|alsn, |%!<n,...,|®n| <n. The equality sign in the first inequality can be excluded 


except when wı, ®3, ..., @m are in some order equal to A,/(n+ 1)1, A,/(n-+1)2,..., Am/(n +1)”, 
Ay Ay 2, Am being integers prime to n + 1. — The referee notes that the first part of the 
‘ theorem follows immedialely from Minkowski’s theorem on linear forms. For the second 
part, the author uses the following Lemma: „Let a,, @,, ..., an be given integers. Then the 


form a, &1 4+Q,%, + :** + Am &m gives a complete set of residues (mod n”) when 2, & ..., £m 


run seperately over all values 0, 1,2, .....n — 1, if and only if the a’s are in some order equal 
to numbers 4, HN, UN, ..., Umn”—1 with integral coefficients 1, Ha, -- , Um prime to n.“ 
K. Mahler. 
Analysis. 


Mengenlehre: 


Bourbaki, Nicolas: Sur le th&or&me de Zorn. Arch. der Math. 2, 434—-437 
(1951). 

Eine geordnete Menge E heißt induktiv geordnet, wenn jede total geord- 
nete Teilmenge (Kette) eine obere Grenze in E hat. Der für den Aufbau des 
formalen Teiles der Mathematik grundlegende Satz von Zorn lautet: In einer 
induktiv geordneten Menge gibt es mindestens ein maximales Element. Nach 
H. Kneser genügt schon die Annahme, jede Kette habe eine obere Schranke 
in E. Verf. beweist dies und die Äquivalenz des Zornschen Satzes mit dem Aus- 
wahlaxiom und dem Wohlordnungssatz. Ein ähnlicher Beweis wurde auch vom 
Ref. gegeben (vgl. dies. Zbl. 42, 50 und die im Registerheft des Jahrgangs 1951 
erscheinende Berichtigung zu diesem Referat, in der der Vorwurf der Unvoll- 
ständigkeit des Beweises zurückgenommen wird). Ein andersartiger Beweis 
stammt von H. Kneser (dies. Zbl. 37, 319). Ernst Witt. 


Eyraud, Henri: Le continu rhodanien des fonetions monotones asymptotique- 
ment nulles. Ses applications ä la mesure des croissances et & la theorie des proba- 
bilites. Ann. Univ. Lyon, II. Ser., Sect. A 14, 119—148 (1951). 

Verf. beschäftigt sich mit Folgen reeller Zahlen: A=(a,) (n=1,2,...), welche die Eigen- 
schaft a, 2 a,.:1ı>0 und &—0 haben und die er (asymptotische) Nullfunktionen nennt. 
Die Nullfunktion B = (b,) heißt ein (asymptotischer) Teiler der Nullfunktion A oder A ein 
(asymptotisches) Vielfaches von B, wenn jedes Glied von B, von endlich vielen Ausnahmen 
evtl. abgesehen, mindestens ebenso oft als Glied in A auftritt wie in B, ohne daß hiervon die 
Umkehrung gilt. (Die Teilerbeziehung soll mit B< A bezeichnet werden; sie ist eine Halb- 
ordnung im Bereich der Nullfunktionen. Ref.) Aus B <A folgt b„ < a, für genügend großes n, 
und es gilt unendlich oft b,<a„. — Wenn A und B zwei Nullfunktionen sind mit a, > b, 
für hinreichend großes n, so heißt A eine Majorante von B (Zeichen: A > B. Ref.) Aus den 


Gliedern von A kann man die Reihe D, a, bilden, die entweder konvergiert oder divergiert, 


“ und diese Bezeichnungen werden auf A übertragen. Im Fall B=< A wird A schwächer kon- 
vergent oder stärker divergent als B genannt. — Die folgenden Betrachtungen lassen sich 
(von der Frage nach dem Verhalten von D/ a, abgesehen) allgemein übernehmen für die Ge- 
samtheit der monoton steigenden bzw. monoton fallenden Folgen reeller Zahlen, welche 
denselben (endlichen oder unendlichen) Grenzwert haben. — Zu höchstens abzählbar vielen 
Nullfunktionen A, kann man zwei Nullfunktionen B,, B, finden mit B, > A, und B, < A, 


für alle n. Mittels der im folgenden stets vorausgesetzten Hypothese 2N°—= x, kann man 
eine w,-Folge von Nullfunktionen 4, >4A,>2'':>2A„2'': herstellen, so daß es zu jeder 
Nullfunktion B ein w<w, gibt mit B>A,„ für u >10; ebenso läßt sich eine w,-Folge 
A), =4A,<'''<Au<:': bilden, so daß es zu jedem B ein w„<w, gibt mit B = A, für 
u = Mo: — Zu jeder w-Folge A) > A, > A, > ":: von Nullfunktionen gibt es einen gemein- 
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samen Teiler D(also D < A, für allen) ; darüber hinaus läßt sich eine @,-FolgeD, <:<DS2 
von gemeinsamen Teilern der A. herstellen mit der Eigenschaft, daß für jeden gemeinsamen 
Teiler D der A, gilt: D< D, für u > uo(D). — Von einer beliebigen Nullfunktion A, aus 
kann man eine @,-Folge A, > ''">Au> *: herstellen, so daß A„< B für u > w(B) 
bei beliebigem B gilt. — Zu jeder Nullfunktion D läßt sich eine w,-Folge A] >" > Au > 
angeben derart, daß D der größte gemeinsame Teiler aller A, ist. (Das heißt, wenn D ein 
anderer gemeinsamer Teiler der A, ist, ist D’ in D enthalten bis auf endlich viele Glieder. 
Ref.) — Zu jeder »-Folge von Nullfunktionen Bl < B,< ':: gibt es ein M > B, für 
allen. Darüber hinaus gibt es eine w,-Folge M) > M, > > Mu >: gemeinsamer | 
Vielfacher der B, mit der Eigenschaft, daß jedes gemeinsame Vielfache der B, auch Viel- 
faches aller M„ ist mit hinreichend großem u. — Es läßt sich eine @,-Folge Bi Bo SEN 
Bu < +: konstruieren derart, daß für beliebiges A gilt: Bu > A für u > u,(A), also auch | 
Bu > 4A. — Zu einer Nullfunktion B kann man eine @,-Folge 0, < 0, << Ou <i 
finden mit der Eigenschaft, daß B das kleinste gemeinsame Vielfache aller O'„ ist. — (Ohne | 


die Hypothese 2°°— N, kann man zeigen: Zwischen zwei a-Folgen A, > A, > und 
Bı<B,<"- mit der Eigenschaft A, > B, für alle n lassen sich zwei o,-Folgen 0, << Cu<:- 
und D,> > D„> **- einschalten, so daß A„ > Cu > Du > B, wird für n<o und 
4 < @,. Ref.) — Die genannten Sätze benützt Verf., um eine hinsichtlich > geordnete Menge 
von Nullfunktionen zu konstruieren, welche er ‚‚Continu Rhodanien‘‘ nennt und die offenbar 
eine maximale geordnete Teilmenge der Menge aller Nullfunktionen sein soll. Die angegebene 
Konstruktion erscheint aber nicht mit der nötigen Vollständigkeit durchgeführt (es müßte 
offenbar transfinite Induktion nach den Zahlen < w, verwendet werden), um den Sinn der 
hinsichtlich des ‚‚Continu Rhodanien‘‘ gefolgerten Sätze ohne weiteres erkennen zu lassen. 
Es möge daher nur bemerkt werden, daß sie sich auf den Zusammenhang Dedekindscher 
Schnitte in einem ‚„‚Continu Rhodanien‘‘ mit der Konvergenz und Divergenz von Reihen 
beziehen, sowie die Einführung eines ‚„‚logarithme rhodanien‘ für die Nullfunktionen anstreben. 

W.Neumer. | 

Eyraud, Henri: Le eontinu de seconde classe. Ann. Univ. Lyon, III. Ser., 
Sect. A 14, 528 (1951). 

Verf. beschäftigt sich auch in dieser Arbeit mit ‚„‚Nullfunktionen‘ (s. vorangeh. Referat) 
f= (a,4s,...). Aus zwei Nullfunktionen f,, f, läßt sich eine neue Nullfunktion (f}, fo)= 
genannt Vereinigung, bilden, welche aus den Gliedern von f, und f, besteht und jedes Glied 
so ott enthält, wie es in demjenigen Summanden f,, f, auftritt, in dem es am häufigsten vor- 
kommt. Der Durchschnitt {f,, fs} von f}, fg ist die endliche oder unendliche Folge der gemein- 
samen Glieder von f, und f,, wobei jedes Glied so oft gezählt wird, wie in demjenigen Faktor 
fi» fa, in dem es am wenigsten oft wiederholt wird. Entsprechend ist fi — f, definiert. f, und fs 
werden in den folgenden Untersuchungen als nicht verschieden behandelt, wenn sie eine 
Restfolge gemein haben. Ist {f,, fs} endlich, so heißen f, und f, zueinander prim. — Eine 
Menge von Nullfunktionen heißt aggregativ, wenn sie mit f alle Teiler von f und mit fı, fa 
auch (f}, f) enthält. — Eine Menge von Nullfunktionen heißt intersektiv, wenn sie mit f 
alle Vielfachen von f und mit f,, fs auch {f, fs} enthält. — Verf. untersucht die Struktur | 
von aggregativen und intersektiven Mengen, wobei u. a. auf das „Continu Rhodanien‘‘ Bezug | 
genommen wird (s. vorangeh. Referat). Einer der grundlegenden Sätze, die dabei entwickelt 


werden, beruht jedoch auf einem Versehen, wie Verf. in einer späteren Abhandlung bemerkt | 
(s. dies. Zbl. 49, 35). W. Neumer. | 


Sierpinski, Wactaw: Sur les produits infinis de nombres ordinaux. Soc. Sch 
Lett. Varsovie, C. r. Cl. III. 43, 20—24 (1950). | 
Sei &, Ag," = lima, Ag: &n, Rn <w, ein Produkt von abzählbar vielen 
Ordnungszahlen. Ordnet man die Folge der Faktoren «; auf alle möglichen Weisen 
so um, daß wieder eine Folge vom Typus w entsteht, dann bilden die Werte des 
zugehörigen Produktes eine endliche Menge verschiedener Zahlen. Der Wert 
des Produkts ändert sich bei Umordnung der Faktoren überhaupt nicht, wenn 
ed, ie W. Neumer. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 
ES I SE Zu 


@ McKelvey, Joseph Vance: Caleulus. Revised edition. New York: The Mac- 
millan Company 1951. VII, 405 p. 33/6 sh net. 

Das Buch, eine Neubearbeitung der im Jahre 1937 im gleichen Verlag erschienenen 
Erstauflage, stellt einen ersten Lehrgang der Infinitesimalrechnung und ihrer Anwendungen 
dar. Die sorgfältige methodisch-didaktische Durcharbeitung soll dem Anfänger helfen, all- 
mählich von der vorkritisch-naiven zur strengeren Betrachtungsweise vorzudringen. Verf. 
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- versucht, diese im Gebiet der infinitesimalen Analysis bekanntlich besonders schwierige metho- 


N 
R 
\ 


1} 


B 


_ dische Aufgabe dadurch zu lösen, daß er die Einführung neuer Begriffsbildungen durch Bei- 
spiele und Erörterungen sorgsam vorbereitet und die strengeren Definitionen und Sätze erst 
hinterher folgen läßt, aber auch hier soll offenbar vermieden werden, den Lernenden durch 
allzu kurz gefaßte Exaktheit zu erschrecken. —- Der Zielsetzung des Buches entspricht es, 
vornehmlich im Formal-Kalkülmäßigen zu bleiben; Existenzfragen werden nur in den wich- 
tigsten Fällen für den Leser fast unmerklich bejaht. Die Behandlung der allgemeinen Grund- 
lagen entspricht so etwa derjenigen in den guten Mittelschulen des deutschen Sprachgebietes, 

wo die rein begriffliche Problematik nach Möglichkeit noch unterdrückt werden muß; das 
Ausmaß des bearbeiteten Stoffes, das immerhin bis zu Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
heranreicht, entspricht dagegen den ersten Hochschulsemestern. Zahlreiche ansprechende 
Abbildungen und viele hundert Beispiele und Übungsaufgaben aus der Theorie und den Anwen- 
dungen in Geometrie und Mechanik mit angegebenen Lösungen erhöhen den Wert des auch 
drucktechnisch suggestiv ausgestatteten Lehrwerkes. Gegenüber der Erstauflage wurde ins- 
besondere die Behandlung der Grenzprozesse durch ein am Schlusse des Buches neu angefügtes 
Kapitel ergänzt. H. Hadwiger. 


© Luzin (Lusin), N.N.: Das Integral und die trigonometrische Reihe. Unter 


Redaktion und mit Kommentar von N.K.Bari und D.E. Mensov, Einleitung 


von N. K. Bari, V. V. Golubev und L. A. Ljusternik. (Bibliothek der Russischen 
Wissenschaft: Mathematik, Mechanik, Physik, Astronomie.) Moskau-Leningrad: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 550 S. 20,45 R. [Russisch]. 

= Es handelt sich um eine Neuausgabe der bereits klassisch gewordenen Diss. vonN.N. Lu- 
zin aus dem Jahre 1915 [erstmalig 1916 in Buchform veröffentlicht, Nachdruck in Mat. 
Sbornik 30, 1—242 (1916), Autoreferat in Fortschritte d. Math. 48, 1368 (1921/22)]. Die 
Ausgabe ist von den Schülern Luzins besorgt worden. Sie enthält neben der eigentlichen 
'Originalarbeit ‚Das Integral und die trigonometrische Reihe‘ eine Reihe weiterer Arbeiten 
des Verf., die sich dem Thema nach an die Arbeit anschließen, sowie eine kurze Biographie 
von N.N.Luzin, eine ausführliche Darlegung der Bedeutung der Arbeit für die metrische 
Theorie der reellen Funktionen, ausführliche Kommentare, die die Entwicklung der angeschnit- 
tenen Probleme bis in die Jetztzeit verfolgen, und schließlich eine Besprechung derjenigen 


von Luzin gestellten Probleme, die inzwischen gelöst sind. — Mit dem vorliegenden Buch 
hat die Arbeit von Luzin die Würdigung erhalten, die sie auf Grund ihres großen Einflusses 
verdient. L. Kaloujnine. 


Szäasz, Otto and John Todd: Convergence of Cauchy-Riemann sums to Cauchy- 
Riemann integrals. J. Res. nat. Bur. Standards 47, 191—196 (1951). 
Die mittels größter Ganzer gebildete Zackenfunktion 


—1ı 
(1) 2) = De ++ 47) je nachdem Alren (mod. 1) 
führt zur Existenzfrage des Grenzwertes lime In (ne) , In dieser Richtung be- 
2 yo n NE 
weisen Verff. aus 2b. <o& Inb,sinnz=y(x) & a n v(t), daß 
1 Un; 


lim & In ma -/© y(x) gilt. Aus fan) <mo & fa n(t) sintx = f(x) 

7 0) z [0 26 

folgt lim & Dnfine) = [arf), und eine entsprechende Aussage mit — 3 <u 
ey0 0 Ö 

für Bessels Funktionen ©" J,(x). W. Maier. 


Selkovnikov, F. A.: Eine verallgemeinerte Cauchysehe Formel. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr.3 (43), 157—159 (1951) [Russisch]. 
Induktionsbeweis der Formel: 
in—ı tn 


t tı 1 t t n 
edler. Je, er =7, te) | Sr ae) dr. 


T 


L. Schmetterer. 
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Sargent, W.L. €.: On generalized derivatives and Cesäro-Denjoy integrals. 


Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 365—376 (1951). | 


Als n-te verallgemeinerte Derivierte F„(x) von F(x) an einer festen Stelle x wird der 
Koeffizient a, in der Formel Fe +h)= a, +ah+. +a(n!) Ihr + h" o(h) bezeichnet, 
falls eine solche Entwicklung mit lim o(h) = 0 existiert (nach de la Vallee Poussin 1908). 
Verf. sagt dann, F,(x) ist V„-A.0G* im abgeschlossenen Intervall [a, b]J, wenn F,„(x) 


überall in [a, b] existiert (in den Endpunkten ist die analog definierte vordere bzw. hintere 
Derivierte gemeint) und wenn noch gewisse ziemlich verklausulierte Bedingungen erfüllt 


sind, auf deren Wiedergabe hier verzichtet werden muß. Es werden dann nach einer Reihe 


von Hilfssätzen folgende Theoreme bewiesen: I. Wenn F,(z) überall in [a,b] existiert und | 


wenn von F„+1(x) dasselbe gilt mit höchstens abzählbar vielen Ausnahmestellen, dann ist 


F,(z) V»-ACG* in [a,b]. U. Wenn F,(x2) V„-A0G* in [a, b] ist, dann existiert F„+1(z) | 
fast überall und ist gleich der approximativen Derivierten ADF,„(x). III. Wenn F„(x) und 
G,(x) beide V„-ACG* in [a,b] sind und wenn fast überall F„+1(2) =@,+1(x) ist, dann | 


ist F„(x) — G,(x) konstant, und F(x) — @(x) ist gleich einem Polynom höchstens vom 
Grad n. Des weiteren wird dann eine V„ D-Derivierte in folgender Weise definiert: Wenn 


f(x) = F,(x) in einer Umgebung einer Stelle £ ist und wenn F„}ı(£) existiert, so ist 


V„.Dftt) = F„+ı(t). Daran anschließend kommt das V„ D-Integral: Die Funktion (x) heißt 

V,„ D-integrabel, wenn es eine Funktion f(x) = F,„(x) gibt, die V„-ACG* in [a,b] ist und 

so beschaffen, daß fast überall V„Df(x) = ©(x) ist. f(b) — f(a) wird dann als das V„ D- 
b 


Integral VADEN @(t) dt bezeichnet; nach obigem Theorem III ist diese Definition eindeutig. 


Zum Schluß hl dann bewiesen, daß mit dem V,„ D-Integral stets auch das früher [Proc. | 


London math. Soc., II. Ser. 4%, 212—247 (1941)] vom Verf. eingeführte C', D-Integral existiert 
und umgekehrt und daß beide einander gleich sind. O. Perron 


Dzvarsejsvili, A. G.: Über Folgen von Integralen im Denjoyschen Sinne. 


Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 221—236 und grusinische Zusammenfassg. 236 
(1951) [Russisch]. 


Verf. studiert die Vertauschung von Grenzübergang und Integral bei Folgen D-integrier- 
barer Funktionen. Hierzu definiere man: Eine auf einem Intervall (a, b) gegebene Folge von 


Funktionen (1) F„(x) heißt gleichgradig AC* [AC] auf einer Menge EC(a,b), wenn es zu ı 


jedem > 0 ein u > Ogibt, so daß aus or enafuren I eeetolst: Dot Hr) <e 
m x=1 k=1 
[Zı. ör)| < |. Hierbei sind die 6 Intervalle, deren Endpunkte zu E gehören, 


®[Fn, ör] [A(Fn, ör)] ist die Schwankung [der Zuwachs] von F, in öx. (1) heißt gleichgradig | 


ACG* [ACG] auf (a, b), wenn jede perfekte Menge EC (a,b) eine Teilmenge PCE enthält, auf 
welcher (1) gleichgradig AC* [AC] ist. — Nun gilt: Eine Folge in (a, b) konvergenter D-inte- 
grierbarer Funktionen f„(&) besitzt eine D-integrierbare Grenzfunktion, und Grenzübergang 


und Integration über (a, b) sind vertauschbar, wenn die Folge (2) IEAO) dt gleichgradig stetig 


und ACG ist. Ein analoger Satz für das spezielle D-Integral mit ACG* statt ACG. Zum Be- 
weis zieht man Überlegungen von Romanovski, dies. Zbl. 5, 392, heran und bedient sich 
des bekannten Vertauschbarkeitskriteriums von Vitali für summierbare Funktionen. Weiter: 
n(x) sei eine auf (a, b) gegen f,(=) konvergente Folge D-integrierbarer Funktionen. Die zu- 
gehörige Folge (2) sei gleichgradig stetig. Für jede perfekte Menge EC (a,b) existiere eine 
Teilmenge P= En J (J ein Intervall) und eine summierbare Funktion @r(%) > O und eine 
positive Zahl Mp, so daß |f„(z)| < pr(x),n=1,2,..., fürzE P und I |A(F,, 6x)| < Mp 
% 


gelten, wobei die Vereinigung der Intervalle öx das Komplement von P bezüglich J bildet. 

Überdies sei lim lim Str) dx = lim lim I S tr) dx [diese Bedingung ist bei Verf. 
MIR n DR k=1 Ay, n>X m—oo k=1 I, b d 

anders, aberäquivalentformuliert]. Dann ist/,(x) D-integrierbar, und es gilt [fu (@)dx> Sf(z)de. 

— Ein entsprechender Satz für das spezielle D-Integral und weitere ähnliche Sätze. Die An- 

wendungen auf die Fourierreihen der Faltung einer D-integrierbaren Funkt’on und einer 


Funktion beschränkter Schwankung sind bekannt [Pollard, Proc. London th. 8 
IT. Ser. 2%, 209-222 (1928)]. T. Sohmeiier 


Scorza Dragoni, Giuseppe: Un’osservazione sulla derivata di una funzione 
composta. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 20, 462-477 (1951). 

Recherche de conditions suffisantes pour que la fonction composee 2(®, e(x)) 
supposee presque partout derivable, ait comme derivee presque partout l’expres- 


N 
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‚sion 2,(%, 0(2)) + 2y(x, o(x)) 0’ (x). Il suffit pour cela qu’existent les derivees 


„ 
Ra 
| 


€crites et que z soit mesurable par rapport & x et continue par rapport & y. Si 


le point (x, 0(x)) est sur la frontiere de l’ensemble de definition de la fonction z, 


il y a des conditions suppl&mentaires. M. Haimovvici. 


Tolstov, @. P.: Über die zweite gemischte Ableitung. Mat. Sbornik, II. Ser. 24 
(66), 27—51 (1949) [Russisch]. 

1. Es existiert eine Funktion F(x,y), die in einem Gebiet @ stetig ist und stetige erste 
partielle Ableitungen besitzt. Überall in @ sind die zweiten gemischten Ableitungen vor- 
handen, jedoch gilt auf einer Menge positiven Maßes: 0?F/dx dy # Ö?F/Oy dx. 2. Es existiert 
eine in einem Gebiet @, samt ihren ersten partiellen Ableitungen stetige Funktion @(x, y), 
welche fast überall in G, zweite gemischte Ableitungen besitzt, für welche fast überall 
92@/9x 9y + 0?G@JOy 9x gilt. Die Beweise basieren auf der Konstruktion einer nirgends dichten 
Menge vom Cantorschen Typ positiven Maßes, und mit dem n-ten Konstruktionsschritt ist 
die Definition einer stetigen und mit stetiger Ableitung versehenen Funktion @,(z) ver- 


bunden (n = 0,1, ...). Weiter sei yo(y) = 9 — Poly), Yn(Yy) = PrlYy) — Pn+ıly) (n= 1,2, ...). 


Dann ist F(xz,y) = % (x) ya(y) eine Funktion, welche 1. realisiert. Unter Benützung und 
0 


geeigneter Modifikation dieser Konstruktion gelangt man zu einem recht komplizierten Bei- 
spiel einer Funktion G(xz,y) für die Aussage 2. Im wesentlichen dieselben Konstruktionen 
haben Verf. auch dazu gedient, die(mit dem hier behandelten Thema natürlich eng zusammen- 
hängenden) Fragestellungen über vertauschte Integrierbarkeit zu erörtern (dies. Zbl. 41, 23). 
Als weitere in diesen Umkreis gehörige Arbeit erwähnen wir noch die des Verf., dies. Zbl.38, 40. 
— 2. ist deswegen bemerkenswert, weil man mit Hilfe des Satzes von Fubini zeigt: 3. F(x,y) 
besitze in einem Gebiet D partielle Ableitungen erster Ordnung, OF/Ox sei dort stetig, und in 
einer Menge zweiter Kategorie in D existiere 0?F/Ox dy. Dann gibt es in D ein Rechteck, in 


dessen Innerem fast überall 0?F/dy 0x existiert und mit 9°F/dx 0% übereinstimmt. — Daraus 
erkennt man, daß man in der Voraussetzung von 2. ‚fast überall‘ nicht durch ‚überall‘ 
ersetzen darf. L. Schmelterer. 


Sharma, A.: On the differentiability of the remainder in Mazzoni’s formula. 
Ganita 2, 65—67 (1951). 
Es werde die Funktion f(x) der Klasse Ü” zugerechnet, wenn f(x) stetig 


ist für v»<n. Untersucht wird im Anschluß an H. Whitney [Duke Math. 


J. 10, 153—158 (1943)] der besondere Näherungswert 
2)! SS» "m > n 
lo -3 Zero -Zm (ln) ne: 


v=0 


Liegt nun f sogar in C@ mit n <q, so existiert mit o<q—n auch ff’ und 
kann durch Integration bestimmt werden. W. Maier. 
Shukla, U. K.: On points of non-symmetrieal differentiability of a conti- 
nuous funetion. I. Ganita 22, 54—61 (1951). 
Je nachdem ob für O<hl,=s0 & vr =1,2,...3 lm DE Een 


oder 4, wird das reelle Argument x der stetigen Funktion fein Punkt D,+ oder 
Do+ genannt. Entsprechend mit hu <0 D,- oder Do-. Gesucht wird f mit 
x{D,+& Dy-}. Konstruiert wird ein f(x) so, daß die Argumente #{D,+ & D,-} 
eine Menge vom Maß } bilden. W. Maier. 

Dugu6, Daniel: Demonstration par la theorie des familles normales d’un th6oreme 
de M. S. Bernstein et de resultats analogues. Bull. Sci. math., II. Ser. 757, 153—160 
(1951). 

Wird besprochen in dies. Zbl. 48, 292. 


Allgemeine Reihenlehre: 


e Dörrie, Heinrich: Unendliche Reihen. München: R. Oldenbourg Verlag 1951. 
21 Abb., 725 8. 


Treffende Bemerkungen aus dem Vorwort: ‚... in der Mitte zwischen einer systema- 
tischen Darlegung der Theorie und einer mit Lösungen versehenen Aufgabensammlung ...; 
...den Leser mit den wichtigsten Sätzen... bekannt zu machen und ihn vermittels zahl- 
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reicher durchgerechneter Beispiele in die Praxis einzuführen.‘‘ Aufbau: 3 Teile: I. Analytische 
Hilfsmittel, II. Unendliche Reihen und Produkte, III. Anwendungen; insbesondere: I. Mengen, 
Folgen, Wege, Gebiete, Schnitte, Häufungspunkte und Grenzen, Schachtelungen und Über- 
deckungen; allgemeine und spezielle Ungleichungen, Abschätzungen, Umformungen und 
Grenzwerte; Mittelwerte, Differenzen- und Differentialquotienten, Taylorsche Reihen; 
grundlegende Integralsätze der Funktionentheorie; II. Konvergenztheorie und -kriterien 
für Reihen mit konstanten und variablen Gliedern, Doppelreihen, Potenzreihen, Unendliche 
Produkte, Fourierreihen und Dirichletreihen; asymptotische Reihen; Besselfunktionen und 
-reihen; III. Kombinatorische Aufgaben; Wurzelpotenzsummen nach Newton; stetige, 
nicht differenzierbare Funktionen; spezielle uneigentliche Integrale; Diophantische Glei- 
chungen; Dirichletscher Primzahlsatz; Dreieckswinkel, Rektifikationen, Meridiankrümmung; 
Keplersche Planetenbahnprobleme; isoperimetrisches Problem; Pendel-, Saiten- und Mem- 
branschwingungen; Brechungs- und Beugungsfragen. — Die Darstellung ist sehr ausführlich 
und bringt eine Fülle von Einzelheiten im Einklang mit dem Ziel, ein Mittel zum Selbst- 
studium zu bieten. Inhaltlich darf das Werk als eine umfassende Darstellung der klassischen 
Reihenlehre bezeichnet werden. Th. Kaluza. 


Zamansky, Mare: Sur la sommation des series divergentes. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 233, 908—910 (1951). 

Zamansky, Mare: Sur la sommation des series divergentes et les theor&mes 
tauberiens. C.r. Acad. Sci., Paris 233, 999—1001 (1951). 

Wird besprochen in dies. Zbl. 48, 293, 294. 


Cehadaja, T. @.: Die Beziehungen zwisehen der Cesäroschen und der Nörlund- 
schen Summierung von Doppelreihen. Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 237—242 
und russ. Zusammenfassg. 242—244 (1951) [Grusinisch]. 


Zeller, Karl: Allgemeine Eigenschaften von Limitierungsverfahren. Math. Z. 
53, 463—487 (1951). 

Es ist das Ziel dieser Arbeit, verschiedene Problemstellungen aus der Theorie der Limi- 
tierungsverfahren durch die Anwendung funktionalanalytischer Hilfsmittel einer Behandlung 
zuzuführen. Untersuchungen dieser Art wurden bereits früher von der „Polnischen Schule“ 
[Mazur, Orliez u.a.; vgl. Mazur, Studia math. %, 40—50 (1930)] durchgeführt; aber die 
Ergebnisse enthielten im allgemeinen, bedingt durch die (für die Natur der Fragen) zu 
speziellen Hilfsmittel (es wurden im wesentlichen Banachräume verwendet), unnötige Vor- 
aussetzungen. So können z. B. die Wirkfelder normaler Matrixtransformationen als Banach- 
räume aufgefaßt werden, bei beliebigen Matrizen ist dies jedoch nicht mehr möglich. Verf. 
führt nun zunächst einen genügend allgemeinen Raumbegriff ein, die (#K)-Räume. Ein 
linearer Raum, in dem abzählbar viele Quasinormen »;(t) erklärt sind (das sind Funktionale 
mit O<p(E) <o, pilar) = |a| Pit), DE + Y)= pi(E) + P3(W)), heißt ein (F)-Raum, wenn 
er mit der durch die Quasinormen erklärten Metrik (£” — rt, wenn p(t” — 2) 0 für 
alle j) volltändig ist und wenn aus Y(f)=0 (j=0,1,...) stets r= 0 folgt. Ein (FK)- 
Raum ist ein Folgenraum, der (F')-Raum ist (£ = {xx}, Addition und Multiplikation mit einer 
komplexen Zahl werden in natürlicher Weise erklärt) mit koordinatenweiser Konvergenz 
(d.h. aus = in) > r= im} folgt an > fürr— oo und jedes k). Die hier angegebene 
Definition der (F)-Räume ist weniger allgemein als die bei Banach (Theorie des operations 
lineaires, Warszawa 1932, dies. Zbl. 5, 209), so daß die bekannten Sätze von Banach auf 
(FK)-Räume angewandt werden dürfen. Verf. beweist eine Reihe von Sätzen über (FK)-Räume; 
so ist die Vereinigung von (FK)-Räumen unter selbstverständlichen Voraussetzungen kein 
(FK)-Raum, das Wirkfeld jeder Matrixtransformation ist ein (FK)-Raum, in dem alle linearen 
Funktionale explizit angegeben werden. Unter den Anwendungen auf Limitierungsverfahren 
werden zunächst Verträglichkeitssätze besprochen. Hier geht Verf. über die von Mazur 
gegebenen Sätze (die auf dem Begriff der Perfektheit eines Matrixverfahrens beruhen) hinaus, 
indem er Verträglichkeitssätze angibt, die sich auf einzelne Folgen im Wirkfeld beziehen. 
In einem Paragraphen über die Limitierbarkeit unbeschränkter Folgen wird bewiesen, daß 
eine konvergenztreue Matrix eine unbeschränkte Folge limitiert, falls sie eine beschränkte 
divergente Folge limitiert (dies war bisher nur bekannt für permanente und reversible Ma- 
trizen). Aus dem Fragenkreis der Inäquivalenzsätze wird u. a. bewiesen, daß das O«-Verfahren 
keinem Matrixverfahren äquivalent ist. Zum Schluß der Arbeit werden verschiedene Erwei- 
terungen dieser Untersuchungen angedeutet. A. Peyerimhoff. 


Zeller, Karl: Absehnittskonvergenz in FK-Räumen. Math. Z. 55, 55—70 (1951). 
Diese Arbeit knüpft an eine frühere des Verf. an (vorsteh. Referat) und verwendet 
die dort eingeführte Terminologie. Es sei X die Menge aller abbrechenden Stellen t = {xx} 
(das sind Folgen mit nur endlich vielen nicht verschwindenden ax). Für die Elemente T eines 
FK-Raumes © 2X werden folgende Eigenschaften eingeführt: x besitzt AD (Abschnitts- 


E 


4 


> 
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dichte), wenn Y Berührpunkt von X ist; AK (Abschnittskonvergenz), wenn die Ab- 


schnitte £ = (%gs...,%r,0,...} gegen % konvergieren; SAK (schwache AK), wenn die L 
schwach gegen r konvergieren; FAK (funktionale AK), wenn für jedes lineare und stetige 


 Funktional f aus & die Reihe I xx f(ex) (x = {0,...0,1,0,...} mit 1 an der k-ten Stelle) 


konvergiert. Ein FK-Raum besitzt diese Eigenschaften, wenn dies für jedes seiner Elemente 
gilt. — Verf. untersucht zunächst den Zusammenhang zwischen AK und SAK und zeigt, 


daß in einem FK-Raum AK vorhanden ist, wenn AD gilt und für jedes X die Folge {2} be- 
schränkt ist; insbesondere ist AK vorhanden, wenn SAK, oder FAK und AD gilt. Es folgt 
eine Reihe von Anwendungen, die frühere Untersuchungen des Verf. weiterführen [u.a. auf 
iterierte Matrixtransformationen und Durchschnitte von Matrixtransformationen (vgl. loc. eit.)] 


5 bzw. Ergebnisse des Ref. (vgl. dies. Zbl. 44, 64) mit Jurkat (vgl. dies. Zbl. 44, 63) verall- 


gemeinern. A. Peyerimhoff. 
Eggleston, H. G.: A tauberian lemma. Proc. London math. Soc., III. Ser. 1, 
28—45 (1951). 
Für Funktionen einer reellen Veränderlichen gilt bekanntlich nach G.H. Hardy und 
J. E. Littlewood [Proc. London math. Soc., II. Ser. Il, 411—478 (1913)] das Taubersche 


- Lemma: Aus f(x) = o(1), 2? f(x) = O(1) folgt x f(x) = o(1) für »— oo. Die vorliegende 


Arbeit gibt ein komplexes Analogon dieses Lemmas. Es wird zunächst in der folgenden Form 
ausgesprochen und mit elementaren Mitteln (Taylorentwicklung und Cauchysche Ungleichung) 
bewiesen: Die Funktion f(z) seiin dem Gebiet D, das mindestens einen endlichen Randpunkt 
besitze, regulär und beschränkt. Es sei 2, ein Randpunkt von D, und es sei L ein in z, mün- 
dender, im übrigen in D verlaufender Kurvenbogen. Strebt dann f(z) — 0 für z— 2, längs L, 
so strebt für p=1,2,... auch f{(z) (d(z))P > 0 für z— z, längs L, wo d(z) den Abstand 
des Punkts z vom Rand des Gebiets D bedeutet. Weiterhin werden noch zwei andere Fassun- 
gen des Lemmas angegeben, und es werden speziell die Fälle erörtert, daß D ein Halbstreifen 
(20 = ©) oder ein Winkelraum (2, = 0 oder ©) ist. Sodann werden drei Anwendungen des 
Lemmas behandelt: (1) Ist f(z) im Halbstreifen a <x< f, y2 0 regulär und beschränkt, 
so folgt nach P. Montel aus lim f(x, + iy) = 0 für ein festes x, mit & < 2, < ß die Beziehung 
oo 


Y 
lim f(@-+:y)=0 für jedes x aus « <x << ß. Dieser Satz wird bewiesen und zugleich verschärft, 
y>o 


indem limf(z, + iy) = O0 nur für gewisse Folgen von y-Werten mit y — © gefordert wird. — 
(2) Es sei f(s) (s = 0 + it) eine im Streifen « < co << ß analytische fastperiodische Funktion. 


42 Ist dann ®(t) eine „„Nullfunktion“ (®(t)>0, ®(t) monoton — 0 für t— ©), so gilt für jedes 


feste 0, aus & < 0, < P und jedes feste komplexe w die Ungleichung |f(o, + it) — w| < ®{t) 


nur auf einer Menge von i-Werten von der oberen Dichte 0, falls nicht f(s) konstant ist. — 
(3) Schließlich führt das Lemma zu einem neuen Beweis des Littlewoodschen O-Tauber-Satzes 
für allgemeine Dirichletsche Reihen. F. Lösch. 


Parker, 8. T.: Convergence faetor and regularity theorems for convergent 
integrals. Duke math. J. 17, 91—110 (1950). 

„Jhe purpose of this study is the development of some of the relations 
and theorems for infinite integrals analogous to those obtained for infinite series 
by Moore.‘ For instance, the author investigates conditions on convergence 


factors © (t, «) such that lim [ @(t, &) g(t) dt = limg(t) for every g(t) for which 
20 0 t>o 
the right side exists. Extensions to multiple integrals are given. Summahbility, 
especially in the Nörlund sense, is also discussed. Bo Kjellberg. 
Korevaar, J., T. van Aardenne-Ehrenfest and N. 6. De Bruijn: A note on 
slowiy oseillating funetions. Nieuw Arch. Wiskunde 23, 77—86 (1949). 
Ist f(x) meßbar in jedem Intervall O<xz<A< oo und (1) lim[f(®= + A) — 


>09 


f(x)] =0 für jedes A, dann gilt (1) gleichmäßig für jedes asA=sb. Die Meß- 


PZ 


fi. 


barkeitsvoraussetzung kann nicht beseitigt werden. Aus (1) und der Integrabilität 


von f(x) in jedem (0, A)-Intervall folgt f(x) = c(x) + Fe dt, wo lim c(x) =c; 
lim e(2) =0 und c(x), &(%) integrierbar sind. Ist f(x) Be, so sind fear €(%) 
ne Hieraus folgt auch lim f(x)/x = 0. — Folgerung: Unter den gleichen Be- 
dingungen für L(x), die a positiv vorausgesetzt wird, folgt aus der Gültig- 
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keit von lim L(ux)/L(x) =1 die Gleichmäßigkeit der Konvergenz und L(x) = 


z>%9 
1 
L(®) | fa), Jim L,(e) = I, lim (2) =0, sowie lim stZ(a) = 00, 


lim L(x)/x®=0, e> 0.[Vgl. J. Karamata, Mathematica, Cluj 4, 38—53 (1930).] 
J. Aczel. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 
N 


© Kaczmarz, Stefan und Hugo Steinhaus: Theorie der Orthogonalreihen. 
(Monografje Matematyczne. Tom VI.) New York: Chelsea Publishing Company 
1951, VIII, 296 S. 

Korrigierter Nachdruck des 1935 in einem polnischen Verlage erschienenen und in dies. 
Zbl. 13, 9 besprochenen Buches. 

Achiezer, N.I.: Die Arbeiten des Akademiemitgliedes S. N. Bernstejn über! 
die konstruktive Funktionentheorie. (Zum 70. Geburtstage.) Uspechi mat. Nauk 6, 
Nr.1 (41), 3—67 (1951) [Russisch]. 

Charrik, J. Ju.: Über ein Problem der Konstruktiven Funktionentheorie, das | 
mit der Untersuchung der Konvergenz von Variationsprozessen zusammenhängt. , 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 25—28 (1951) [Russisch]. 

Es sei u(x, y) im Gebiet D erklärt und verschwinde auf dem Rand /'. Man 
setze urf(x,y) =ul® +0a,Yy+Pß) für (ce +a,y+P)EDbzw.=0für(e +a,y+Pß)€ED! 
und wc(%, t) = sup||u*? — u||c für &® + ?< 12, wobei ||w||c die Norm im Raum © 
bezeichnet. Man kann dann unter gewissen Voraussetzungen zu einer gegebenen 
Funktion p(x,y), die in D positiv ist und auf J' verschwindet, eine Zahl A und 
eine Polynomfolge P„ so angeben, daß ||u — 9 P„||e < A we(u, n!) ist. Ent- 
sprechendes gilt für die Norm im Raum ZL, (p>= 1) und für die partiellen Ablei- 
tungen von u. — Verf. teilt nur die Ergebnisse mit. Anwendung: Konvergenz 
des Ritzschen Verfahrens bei elliptischen Differentialgleichungen. W. Hahn. 


Mamuziteh, Zlatko: Sur le theor&me I de Weierstrass sur l’approximation 
par polynomes des fonetions continues d’une variable reelle. Bull. Soc. Math. 
Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 61—71 und französ. Zusammenfassg. 71—72 (1950) | 
[Serbisch]. | 

Apres avoir montr& qu’on ne peut pas toujours faire l’approximation cherchee par 
polynomes de Taylor des fonctions d’une variable reelle, pas m&öme, dans certains cas ou 
la fonction a toutes ses derivees finies au point donne, on pose le probleme gen£ral de l’appro- | 
ximation par polynomes des fonctions continues. On constate que ce problöme a &t& pose, 
par le math@maticien russe Tchebycheff, et resolu pour un polynome de degre donne. | 
On esquisse alors l’idee de la demonstration de Weierstrass du theoreme connu comme 
theoreme I de Weierstrass et l’on donne ensuite la d&monstration de Lebesgue du m&öme 
th&or&me. A ce propos la definition de la fonction polygonale est pr&cisee d’ou r&sulte que 
le nombre des fonctions polygonales dites &l&mentaires, depend de cette definition. En m&me 
temps l’A. montre que, pour la d@monstration du th&or&me 3, dans la relation (*) |[x] — 
9x)| <1/k? avec [-k,+k]DI[a,b], il suffit de prendre une suite des nombres naturels 
k,,v=1,2,..., pour lesquels k, <kyrı et [-k», + k,]D [a,b]. De cette maniere, evi- 
demment, on Evite tous les polynomes Q(x) qui ne satisfont pas & la condition (*), speciale- 
ment, si l’intervall [a,b] est tres grand, ou si ses points extrömes se trouvent loin de l’origine 
des coordonn&es. Autoreterat, 


Sard, Arthur: Remainders: functions of several variables. Acta math. 84, 
319—346 (1951). 

Besprechung s. dies. Zbl. 48, 300. 

Turän, P.: On the theory of the mechanical quadrature. Acta sci. math. 124, 
L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedic., 30—37 (1950). 


Für feste natürliche Zahlen n, / sei ”%.,,(®) dasjenige normierte Polynom (1) m.(z) = 
1 


x" +a,2"”° + ...+ a9, für welches Iaı(r,.) = f |rn|?’dz = min und damit auch Haı(m.) = 
—1 
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| " |rrn|?? dx minimal werde. Nach einleitenden Bemerkungen betrachtet Verf. zunächst 


e die für alle Polynome f vom Grad f<3n — 1 geltende Quadraturformel 
1 n 
2) Ste) de = I U) +1) + FA) 


mit von f freien Gewichten 7}. Diese bestimmen sich aus der (ebenfalls für alle Polynome 
mit obiger Gradbeschränkung gültigen, also spezialisierten) Hermiteschen Interpolationsformel 


(3) fa) = 2, Like») Wole) + Fa) bale) +1) Brla)] 
zu MN m N W;dz (j=0,1,2; v=1,...,r). Hierbei ist — für beliebige, voneinander 
—ı 


@(%) 
0 (%,) (x — %,) 
(4) wo— tl — 3%) (© — ©) + 5b)? — E(a)] (© — ©) 1°(r), 
b»ı=[1-3,)( - w) (a - m)b*a), b2= (a — m) 4°(a)/2. 
Verf. beweist sodann Satz 1: Unter allen Quadraturformeln (2) gibt es genau eine, die für 


Polynome f vom Grad f<4n — 1 gilt. Sie wird erhalten für &(x) = x,4(x), wobei für die 
Existenz und Eindeutigkeit solcher Extremalpolynome in der Klasse der normierten Poly- 
nome (1) auf D. Jackson [Trans. Amer. math. Soc. 2%, 117—128 (1921)] Bezug genommen 
ist, Sämtliche Nullstellen x, von x, sind einfach und liegen im Innern von [—1, 1]. Darüber 
hinaus gilt noch EN (v=1,...,n), während über die Vorzeichen der übrigen Gewichte 


/P und ar bis jetzt nichts bekannt ist. Tritt anstelle von (3) die Hermitesche Interpolations- 


formel f(x) = 2 Ms,)to) + (oo) ul) + --- +” 
die Quadraturformel von L. Tsch akaloff (dies. Zbl.37,44) [ f(x) de = I [f(&v) AP + + -- + 
—ı1 v1 


verschiedene x,,....,%, zur Abkürzung o(x) = ]/ (x), l,(&)= gesetzt — 
v=1 


u) l,,m,—ı()], so erhält man 
1 


dl €) v=®], die für alle Polynome f mit Grad f<m, + ---+ mn —1 gilt. Speziell 
für m =m =. =m=k folgt daraus analog (2) die für alle Polynome f mit Grad 


iskn — 1 gültige Quadraturformel (?’) S i«) de = [f(&,) RB ERTEE le) 2], 
—ı1 v=0 


Die (4) entsprechenden Funktionen /,;(z) und damit die Gewichte A Vene 
v—=0,1,...,n) lassen sich hierfür nach einem Vorgang von Fejer (dies. Zbl. 7, 7) explizite 
darstellen. Verf. zeigt im Anschluß hieran, daß es für gerades k kein System reeller Zahlen 
%s»...,%n und für ungerades k genau ein System reeller {x,} gibt, nämlich die Nullstellen 


von #,,x11(&), so daß mit »(x) = r„.»+1(x) die Formel (2’) für Polynome f mit Grad fs 
(k + 1)n — 1 gilt. Dieses Resultat verallgemeinert (ebenso wie Satz 1 für k = 3) die Gaußsche 


Quadratur (k = 1), für die bei geeigneter Normierung #,2(x) das n-te Legendresche Polynom 
ist. — Methodisch lassen sich die Ergebnisse auf die Quadraturformeln von Mehler, Chri- 


stoffel, Tschebyscheff und Stieltjes übertragen, z.B. auf J ie) oe) A PAIDLZ 


mit von f freien, aber von der Belegung p abhängigen Gewichten. Für p(x) = (1 — »*)=1/2 

beispielsweise macht das Tschebyscheffsche Polynom 7'„(x) = T'„(cos#)=27"T! cosnd nach 

S.Bernstein[J.Math.pur. appl., IX. Ser. 9, 127—177(1930) und dies.Zbl.3, 7] jedes Funktional 
ah 

Ix(rı) = 1; In. (1 — @2)-W2dz (k 21, fest) in der Klasse der normierten Polynome (1) 
1 


zum Minimum. Daraus folgt als neue Eigenschaft der Nullstellen von T’,(z) der Satz 2: Zu 
beliebigem ungeradem k > 1 gibt es 7, derart, daß 


1 2 
. ; Al 2 —1 
S tz) de = 3 U) +) + + edle) AT] & = 008, — x) 
—ı v=1 - 
für alle Polynome f mit Grad f<(k + 1)n — 1 gilt. — Zum Abschluß wird noch auf einige 
ungelöste Probleme hingewiesen. H. Bilherz. 


Alexits, Georg: Über die Transformierten der arithmetischen Mittel von Ortho- 
gonalreihen. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 2, 1—8 und russische Zusammenfassg, 
9 (1951). 


Given an ortho-normal system of functions (®,„(z)} defined ina<x=b, we say {®,(x)} 
k 
is (C, 1) regular over a set $,  (IX{ı _ ) dt) Dia) dt=O(l), zE S, and I a, du 
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belongs to the class A, if it is the Fourier series of a function f(x) € A. We also say a sequence 
AnE (A, B), if whenever I a, D„ € A, then & Anan D„ € B. The author shows: 1)If ©,(x) 
are continuous and uniformly (C, 1) regular in (a, b) and if }„ is a convex null sequence then 
?n € (M, ©). II) If {®,„(x)} are (©, 1) regular almost everywherein (a, b) and if ®„(x) belong to 
the conjugator class of Lor LP, p>]1, then there exists a divergent concave sequence 
im € (L, L) or (Lr, LP) corresponding to every fE L or LP. — The author also points out the 
case where the existence of a un € (Ü, C) can be proved. : S. Minakshisundaram. 

Wing, 6. Milton: The mean convergence of orthogonal series. Amer. J. Math. 
72, 792—808 (1950). 

Verf. knüpft an H. Pollards eingehende Untersuchungen (dies. Zbl. 40, 322; 32, 406; 
35,41) über eine zuerst von M. Riesz [Math. Z.%%, 218—244 (1927)] behandelte Frage an: 
die — im Mittel zu verstehende — Konvergenz der zu einer Funktion f(x) € L? gehörigen, 
nach orthonormen Funktionen fortschreitenden Reihen. Er beweist folgende Sätze, zunächst 
über die Fourier-Besselsche Reihe (F. B. R.) erster Gestalt (Satz 1): Ihre Abschnitte Sy(f, 2)= 


N 
I bn(22)VU2 I, (tn &)/Iv1(2n), gebildet mit den positiven Nullstellen u„ der Funktion J,(x) 
n=1 1 T 


und den Vorzahlen b, = 22 [12 I, (ut) ft) dt/I,r1 (un), ergeben lim fire) - Sr(t,)pdx=0, 
0 >o@0 
wenn v2 —},f(x2)E I, p>1.— Satz 2: Für die Abschnitte einer F.B.R. zweiter 
N 1 
Gestalt Ty(f,2)= I a, 22 I, (un 2)/I,r1(un), wo Inriltin) = 272 [ tft) Iulun t) di, gilt 
1 n=1 0° 


‚im Ste) - Till, »)Ppxde= 0, wenn v2—}, fJEL?, 2 <p<A (Gebietp). — 
No 0 


Gegenbeispiel mit p< 4: f{t) = t-®21? € L?, aber die F.B.R. von f(t) konvergiert in L/ im 

Mittel nicht. — Dinische Reihen (D. R.): Es seien A, die positiven Wurzeln der Gleichung 

x J;(&) + H,J,(z) = 0, Im H =0,v> —1. Wenn dann 2/k = (1 — v2/R2) Iu(An) + I22(An), 
l 


N 
Bn = ku S FE) 2 I, (2,8) dt, ist ox(f, ©) = Bol) + & kn Bu zU2 J, (4, ©) der N-te Abschnitt der 
0 n=0 


von Dini durch Hinzufügung des Gliedes B,(x) verbesserten Reihe, wegen dessen Wert auf 


1 
die Abh. verwiesen sei. Satz 3 besagt, dab-iim [Ir) — oy(f,2)pdx=0, wennv>—4, 
Bl deoig1] 


f(x)E Ir, p > 1. — Seitenstück zu Satz 2, gültig in p für eine D.R. zweiter Gestalt (Satz 4); 
Gegenbeispiel, wenn p >21 außerhalb von p. — Im bezug auf orthonorme Polynome dehnt 
Verf. ein von Pollard im Sonderfall der Jacobischen Polynome (J.P.) gewonnenes Er- 
gebnis durch folgenden Satz 5 aus: Die Polynome 9,(x) bzw. (1 — x2)-1g,(x) seien in (—1, 1) 
orthonorm mit dem Gewichte w(z) bzw. w(x) (1 — x2). Sind die von Pollard a.a.0. 
S.356 aufgestellten Bedingungen (H-1), »--, (H-4) erfüllt, und ist f(xa)E ZI, p&Ep, = 
1 


1 
Ste ?,(x) wi?(x) dx, so gilt (1) lim Yi fx) — > b, wU2(x) 9, (&) j d<=0 [die J. P. gehören 


—1ı 
zum Gewichte w(e) = (1—- x)" (1+2), 0,82 —4]. — Gewichte t(@)(1 — "(1 + x)P 
sind in der von S. Bernstein [J.Math. pur.appl., IX. Ser. 9, 127—177 (1930) und dies. Zbl. 3, 7] 
ausgiebig untersuchten Klasse B enthalten, wenn t(2) >0 in (—1,1) und t’(&) dort vorhan- 
den und stetig, und zwar !(@e + h) — !(«)=0O(n-2|h|) ist (k > 0). — Im Falle der J.P. 
trifft (1) zu (Satz 6), wenn f(x)E Zr, pE p. Gegenbeispiel, wenn p > 1 außerhalb von p. 
Satz 7: Es sei w(x)E B, f(x) € L2, für einen Wert von p zwischen 4max [(a + 1)/(2& + 3), 

‚ 


(#+D/28+3)] und Amin[(a+ 1)/(2& +1), (B+1)/(28+1)], ferner a, = [ f(x) p.(x) w(e) dx. 
u » —ı 
x) — 5. On Plz), w(£)dz —=0. L. Koschmieder. 


Dann gilt lim ih 
N>o-ı 


Wilkins jr., J. Ernest: Neumann series of Bessel functions II. Trans. Amer. 
math. Soc. 69, 55—65 (1950). 
Verf. führt seine Untersuchungen (dies. Zbl. 38, 225; dort Druckfehler: 


der Doppellimes ist mit zu multiplizieren!) über Reihen der Form I) a,,J,12n+1(%), 
n=0 


wo day =2( +2n -+1)ft-1ft) J,+2n+1(t) dt, fort, indem er zeigt, daß die drei 
() 


dort gewonnenen (auch im Referat wiedergegebenen) Hauptsätze gültig bleiben, 
wenn die Funktionenklasse YV, a.a.O. durch die Klasse ®, derjenigen Funktionen 
ersetzt wird, für die 1.  f(t) für jedes «> 0 in (0, a) Z-integrierbar ist, 2. die 
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uneigentlichen Integrale le ı ft) J,4ı(t) d a: ® f(t) J,(t) dt existieren. Aus 


den asymptotischen De len für große n folgt dabei Kae. daß die For- 
derungen 2. gleichwertig sind mit der Existenz der schon in I. (aber zusammen 
mit einer anderen Bedingung an Stelle von 1.) zugrunde gelegten trigonometrischen 
Integrale. Dann und nur dann, wenn f(t) € ®,, existieren alle Koeffizienten a,,; 
Beweis durch Zurückführung der höheren Indizes auf geringere mittels der 
Lommelschen Polynome. Insofern ist also die Klasse ®, optimal. Durch ein 
Beispiel einer Funktion, die ®,, aber nicht X, angehört, wird gezeigt, daß der 
jetzt erfaßte Bereich von Funktionen tatsächlich über den alten hinausgeht. 
Hermann Schmidt (Würzburg). 

Levitan, B. M.: Über einen Eindeutigkeitssatz. Doklady Akad. Nauk SSSR, 

n. Ser. 76, 485—488 (1951) [Russisch]. 


oo 
Betrachtet wird die Klasse der stetigen Funktionen, diein der Form f(x) = f cos YAx do(A) 
® ae, 


(0 <x< ©) durch ein absolut konvergentes Stieltjessches Integral dargestellt werden können. 
Als Erweiterung des Eindeutigkeitssatzes der Darstellung einer Funktion durch ein Integral 


der Form Jos Yrxdo(i (}) wird mit Hilfe einfacher funktionentheoretischer Überlegungen 


und#’des Bez von Phragmen-Lindelöf folgender Satz bewiesen: Ist für einen Wert 
e> —co 0(4) = const für A</c, so ist die Darstellung einer stetigen Funktion f(x) in der 
oo 


Form f(x) = S cosYA x do(A) eindeutig, d.h. (A) ist bis auf eine Konstante bestimmt. — 


Diesen Satz benutzt Verf., um mit seiner Hilfe einen neuen Beweis eines Satzes von Wey] 
über die Eindeutigkeit der Entwicklung einer Funktion f(x) nach Eigenfunktionen (x, A) 
der selbstadjungierten Differentialgleichung zweiter Ordnung Y' + [2 — g(&)] y= 0 mit der 
Randbedingung y’(0) — hy(0) =0 (h>0) mit Hilfe einer monoton pachgenden, in jedem 


Podlichen Intervall beschränkten Spektralfunktion g(A)in der Form f(x -[oı plz, de(}), 


E(}) en p(x, })dx, zu geben [unter gewissen näher zu Kräzisierenden er für 
0 


f(x) und g(x)] [Math. Ann. 68, 220—269 (1910)]. Der Kern des Beweises liegt in der Über- 
führung von 9(z, A) in cosV)Ax vermittels eines Volterraschen Operaters A. mit einem in 


jedem endlichen Gebiet stetigen Kern K (x, t): Az p(t,)) = 9(x,)) + Ik x,t) p(t,A)d= 
> )x. Dadurch kann die Entwicklung, die in diesem Fall die Form annimmt f(x) = 
fo (x, 4) E(7) do(/) (mit geeignet angebbarem c> — ©, so daß o(A) = const für A<c 


gilt), durch Anwendung von A, übergeführt werden in j: cos VA x E(A) do(A), wodurch der oben 
angegebene Satz angewendet werden kann. B. Svenson. 


Levitan, B.M. und N.N. Mejman: Über einen Eindeutigkeitssatz. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 729—731 (1951) [Russisch]. 
Im Anschluß an vorstehend besprochene Arbeit beweisen die Verf. den Satz: 


Für alle reellen x sei [ cos VA do(/) = 0, wobei die Funktion ao(/) so gewählt 
ist, daß das Integral absolut konvergent ausfällt; ist dann für 2 — + 
0 


f) ” 
fer © do())|=0 (e**”) mit einer positiven Konstante a[anstatt [ cos VA xdo(}) < 


E00 — 00 

expx”, a<2, wie in einem Hilfssatz der zitierten Arbeit], so ist o(A) = const. 
Es wird angegeben, daßähnliche Sätze für Integrale mit der Funktion (sin V}®) Nix 
und mit Funktionen, die den Besselschen Funktionen nahe verwandt en be- 
stehen, und ferner wird erwähnt, daß dieser Satz es gestattet, die Orthogonalitäts- 
bedingung für die Spektralfunktion o(A) der Entwicklung nach Eigenfunktionen 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein Fourierintegral über die 
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Halbgerade (0,00) [Gelfand und Levitan, dies. Zbl. 44, 93 (S. 347 der 
Arbeit); vg]. auch Levitan, dies. Zbl. 4, 57] zu verschärfen: zur Ortho- 
(0) 


gonalität von e(/) genügt, daß f e/l?!® do(A) = O(e***) erfüllt ist. E. Svenson. 


Titehmarsh, E. €.: On the summability of eigenfunetion expansions. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 2, 258—268 (1951). 

A summability property of Sturm-Liouville series, corresponding to (C,1)- 
summation of Fourier series is discussed. The equation is y’’ + (A —q (z)) u) 
for 0 < x < 00, spectrum {A,} is discrete, eigenfunctions {y, (2)}. IE f(x) C L?(0, ©), 


= x)dz, then im 3 (1 —-4,A471)C. yn(z) = fx) a. e. The proof 


A>o A, <A 
upon contour integration and estimation of the growth of the solutions 
for complex A-values. @. Borg. | 
Sears, D. B.: An expansion in eigenfunetions. Proc. London math. Soc., 
II. Ser. 53, 396—421 (1951). | 
Let q(x) be a real function, continuous for O< x < mo and € Br co), and 
let p(x,A) be a solution of the differential equation d2y/da? + {A — q(x | 
which is real on the real axis, and satisfies real boundary condition at x = 
It is shown that if f(x) € L(0, oo) and if at any point ©« > 0, f(x) satisfies "1 
of the sufficient on for the convergence of Fourier a oe: 


e JS (u) Piau)du S Pu) fiy)dy+ I tm Pla An) S 9(Y.4.) f(y) dy. The above: 


result was proved by Titchmarsh [Eigenfunction expansions associated with 
second-order differential equations, Oxford 1946, Theorem 6.4] with the further | 
assumption f(x) € L?(0, 00), and this condition is shown to be unnecessary. — 
Theorems on convergence and summability for f(x)E L?(0,00) are also proved. The 
author uses the same notations asin Titehmarsh loc. cit. S. Minakshisundaram. 
Steckin, $8.B.: Über de la Vallde-Poussinsche Summen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 80, 545—548 (1951) [Russisch]. 
/(x) sei periodisch und gehöre zu L(0,2r). s„(x, f) sei die n-te Partialsumme 
1 n 
De Y); m<s Win Ha = 0, 
l,..., seien die trigonometrischen Polynome von de la Vallee -Poussin. Ile sei die 
Sbliche Norm im Raum der stetigen Funktionen und N,„,n = Ze ‚Ion, » (2, Nie 
Nach Verf. zeigte Verbizkij (1940) ls 


2n+1l-m z nei : = 
Nam = (m. — „sin it sın "I a 2 (2sin2Z) dt, 


der Fourierreihe von f und %,n(x,f) = 


2 
\J 
was übrigens sofort einzusehen ist. Hiervon ausgehend werden in teilweiser 
Verallgemeinerung von Ergebnissen von Nikolskij (dies. Zbl.25, 159) eine 
Reihe von Eigenschaften von N,„,m hergeleitet. Wir zitieren Satz 4: 


4 il = az m+]1' 
Num= let + Den (log 2 +0) 4 or). 
© ist die Eulersche Konstante. L. Schmetterer. 


Steekin, 8. B.: Die besten Annäherungen von Funktionen, die durch trigono 
metrische Lückenreihen dargestellt werden können. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 76, 33—36 (1951) [Russisch]. 

& sei die Klasse der stetigen, mit der Periode 2 periodischen Funktionen 
f(x), deren Fourierreihe eine Lückenreihe ist: )) or cos(n; & — %), ri 


* 
= 341 


— 
Je 


NH = 1 >AD>1. Seis.(2)= % 0x 608 (nr © — ar), Ru(f) = max|f(x) — 5(®)|, 


Nn,<n 


A,(f) =2 Or. En(f) sei die beste Approximation von f(x) durch ein trigono- 
k nn 


metrisches Polynom n-ter Ordnung. Verf. knüpft an Bernstein (dies. Zbl. 16, 
207) an und zeigt für FER mit OA) >0:CW)ANM<SHN<SRMN <A), 
fürn =0,1,...Eines Beweises bedarf natürlich nur die Ungleichung C'(A) A„(f) < 
E„(f). Hierzu benütze man eine Ungleichung von Sidon [Math. Ann. 97, 675—676 
(1927)] und eine von de la Vallee-Poussin gefundene Abschätzung von E,(g) 
nach unten für stetige periodische Funktionen g durch den Fehler der Appro- 
ximation von g vermöge der trigonometrischen Polynome von de la Vallee-Poussin 
(vgl. vorstehend. Referat). — Für g— oo mit k— oo kann man für n — oo 
und fE X die asymptotische Gleichheit von Z„(f), A„(f) und R„(f) zeigen. 
L. Schmetterer. 

Kawata, Tatsuo and Masatomo Udagawa: Some gap theorems. Ködai math. 
Sem. Reports 1949, 99—102 (1949). 

The following theorem is due to 8. Sidon [see e.g. A. Zygmund, Trigono- 
metrical series, Warszawa 1935 (this Zbl. 11, 17), p. 139]: If (1) I (ax cosArx + 
bz si A; &) is the Fourier series of a bounded periodiec function and (2) Ar 41/k2A>]1, 
then I (jaz| + |bz|) < ©. The .authors prove this theorem even in the case 
that (1) is the Fourier series of an arbitrary bounded S?-almost periodie 
function (i.e. if the A,’s are not commensurable). They consider the series of the 
general form (3) I cz 9 (Axx) where the A; satisfy condition (2) and where 9(x) 

2n 


is a function with period 2x, such that [ p(x)dx = 0, p(x)E Lpa (<ası]). 
[0 


In the case that the /, are integers, it is known that $ cz? < oo implies the 
almost everywhere convergence, and also the L? convergence on every finite 
interval, of the series (3) [see M.Kac, Ann. of Math., II. Ser. 44, 411—415 
(1943)]. The authors succed now to extend this theorem to the case where the A,’s are 
not necessarily integers. In the proof of both theorems they make use of an in- 
genious device due to B. Hartman [Duke math. J. 9, 404—405 (1942)]. 

B. 82.-Nagy. 

Udagawa, Masatomo: On lacunary non-harmonie trigonometrie series. Ködai 
math. Sem. Reports 1950, 17—20 (1950). 

The following theorem is due to A. Zygmund [Trigonometrical series, 
Warszawa 1935 (this Zbl. 11, 17), pp. 216—218]: If (1) %4,/& 24 >1, the Ay’s 
being integers, and if € = {$ (a? + b22)}2 < oo, then D/ (ar c08%,% + br sinAg%) 
ıs the Fourier series of a function f(x) belonging to every class L’, and 


B,.,Ü<s (fIter da)” <s4A,,0 (rz]1) with positive constants A,.;, B,,i 
0 


depending only on r, A. — The author obtains theorems of the same type, but 
which are valid also if the A,’s are not integers. It is known [M. Kac, Duke 
math. J. 8, 541—545 (1941)], that if (1) is assumed, then 0 = {2 le |} < © 
implies the convergence of (2) 3, «x e'’*” almost everywhere to a function f(x). 
The author shows, under the additional hypothesis 7, > 1, that there exist positive 


[) 1/r 
constants A, ;, B,,, such that B,,,C <! f \f(&)r de) <s4A,,C (rz]) with 


—o 


| z 
(x) - (= dt. The series (2) converges to f(x) also in the sense L? over 
—00 


n 
i7,% 
DI eye *”], then 
1 


every finite interval. — Moreover, it is shown that if S*(x) = sup 
n 
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co b b II 
[Ist@lrdot)<D,.S IMe)dot) W>N, [IS*@ de Dina SIHa Tas 
ge 15% B. Sz.-Nagy. 
Matveev, I. V.: Über die Summationsmethoden der Fourierschen Doppelreihe: 
für Funktionen von zwei Veränderlichen. Mat. Sbornik, n. Ser. 29 (71), 185—19t 
(1951) [Russisch]. | 
Es sei /(x,y) eine Funktion aus der Klasse (C') der stetigen, nach x und y mit! 
der Periode 2x periodischen Funktionen; es sei ferner @;7, bz1, Cxı, dxı das System 
ihrer Fourierkoeffizienten. Verf. behandelt die Frage, welchen Bedingungen di 
Faktorenfolge u (m,n —= 0; 12,2. Kb eV, 1 ,..., mr eV Tr 
nügen muß, damit für U„n(f5%2,%) = 
(mn) 


2 rt | 
m ir 32 1 ar, coskx + by, sinkx) a TZ& Aoı (A@oı cosly + Co sindy) + | 


mM n s n 
+3 Saar) cos kx cosly-+b;,sinkx cosly-+c;] coskx sinly+d;,sinkxsinly, 


k=1i-1 
die Limesbeziehung lim U,„„(f;®,y) = f(x,y) bei jeder Funktion aus (CO, 
M,N—XO 


gleichmäßig für alle (@, y) besteht. Er gibt sowohl notwendige als auch hinreichende 
Bedingungen an. Sie entsprechen den für dasselbe Problem bei Fourierreihen vor 
Funktionen einer Veränderlichen von S.M.Nikolskij (dies. Zbl. 30, 28) und 
B. Sz.-Nagy (dies. Zbl. 39, 296) aufgestellten Bedingungen. F. Lösch. 


Spezielle Funktionen: 


© Lösch-Schoblik: Die Fakultät und verwandte Funktionen. Leipzig: B. G' 
Teubner Verlägsgesellschaft 1951. VI, 205 8. | 

Das Buch ist durch völlige Neubearbeitung eines von Schoblik bei Kriegsende hinter 
lassenen Manuskripts durch Lösch entstanden. Der Stoff wurde Technikern und Physikersi 
in gleicher Weise wie Fachmathematikern mundgerecht gemacht. Ein überaus reiches Materia 
an Einzelergebnissen ist ausgebreitet, dabei das Gebiet in recht weitem Umfang genommen | 
neben dem Funktionenkreis der /'- und Y-Funktion ist auch die unvollständige 7" Funktion) 
mit ihren mannigfachen Spezialisierungen behandelt, einschließlich der Hermiteschen Poly- 
nome und einer Übersicht über die Kummer-Whittakerschen (konfluenten hypergeometri- 
schen) Funktionen. Die exakten Einzelausführungen des Haupttextes sind ergänzt durch zahl-| 
reiche nur skizzierte Überlegungen, nebst den zugehörigen Literaturhinweisen, die allerdingıi 
über den Text verstreut und daher nicht systematisch zugänglich sind. Erwähnung hätte 
verdient P. Böhmer, Differenzengleichungen und bestimmte Integrale, Leipzig 1939 [vgl 
dies. Zbl. 20, 211, sowie das Referat in J-.Ber. Deutsch. Math.-Verein. 53, 28—29 (1943)], däl 
sich dieses Buch mit dem vorliegenden weitgehend überschneidet. — Im AbschnittI (Die 
Fakultät) wird zunächst die Weierstraßsche Fe-Funktion aus der Differenzengleichung 
gewonnen, erst hinterher wird durch logarithmische Differentiation zur Y-Funktion über 
gegangen. Da freilich die Reihe der Logarithmen für den Konvergenzbeweis des Produktes 
doch gebraucht wird, wäre vielleicht der umgekehrte, wohl zuerst von Burkhardt[S8.-Ber. 
math.-phys. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1913, 3833—396 (1913)] hervorgehobene Weg vorzu- 
ziehen, der mit der Partialbruchreihe für 7’ beginnt, alle konvergenzerzeugenden Zusatz- 
glieder durch sukzessive Integrationen automatisch liefert und ganz in Parallele zum Aufbau! 
der Theorie der elliptischen Funktionen von 9’(z) her steht. Es folgen dann die asymptotischen 
Darstellungen, bei denen von den einem späteren Paragraphen vorbehaltenen Integral- 
darstellungen kein Gebrauch gemacht wird. In diesem vermißt man allerdings gerade eine 
der einfachsten Laplace-Darstellungen des Gebiets, nämlich die der Funktion %’(z) mit der 
Erzeugenden der Bernoullischen Zahlen als Oberfunktion, die deren Auftreten motiviert und 
einen besonders bequemen Zugang zu den asymptotischen Entwicklungen liefert. — Auch 
in Abschnitt II (Die unvollständige Fakultät) werden die asymptotischen Entwick- 
lungen besonders vielseitig behandelt; allerdings kommt es nur ausnahmsweise zu einer Be- 
herrschung der Funktionen in einer vollständigen Umgebung des Unendlichen, Nullstellen- 
und Wertverteilungsfragen bleiben daher beiseite. Die Anwendungen in Abschnitt III be- 
ziehen sich u.a. auf Fehlerrechnung, Wärmeleitung, astronomische Strahlenbrechung und 
Beugung. [Daß Verf. sich im Anschluß an das Tafelwerk von Jahnke-Emde im Gegensatz 
zu dem, wie 8.112 Fußnote 1 hervorgehoben, ‚meist üblichen“ entschlossen hat, z! statt 
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T'(z2+ 1) zu schreiben, wird man bedauern dürfen. Das Zeichen !ist wohl das einzige nach- 
gestellte Funktionszeichen; es leidet unter dem empfindlichen Mangel, keine analogen Weiter- 
bildungen zu gestatten; so sieht sich das Buch doch genötigt, das Gaußsche X sowie Q 
für den Rest des Gammaintegrals beizubehalten, so daß so unerfreuliche Formelbilder ent- 
stehen wie z!= (2,0)! + Q(z, o).] Hermann Schmidt (Würzburg). 


© Truesdell, €.: A unified theory of special functions based upon the functional 
equation — F(z,d) = F(z,d +1) (Annals of Math. Studies Nr. 18.) Princeton: 


Princeton University Press 1948. London: Geoffrey Cumberlege 1948. Oxford 
University Press 1948. 182 pp. $ 3,—. 


Kap.1. Eine Durchmusterung der mannigfachen formelmäßigen Beziehungen im Be- 
reich der sogenannten Funktionen der Physik führt zu folgender, mit zahlreichen Beispielen 
belegter Übersicht: I. Erzeugende Funktionen. II. Darstellung durch Ableitungsformeln. 
III. Transformationen in sich. IV. Integraldarstellungen. V. Auswertung bestimmter Inte- 
grale. VI. Integralrelationen, insbesondere Integro-Differenzengleichungen. Als Ausgangs- 
punkt für die Definition von Funktionenklassen mit in diesen Hinsichten möglichst gleich- 
artigen Eigenschaften bzw. als Methoden zur einheitlichen Herleitung solcher bieten sich dar: 
1. Lineare Differentialgleichungen. 2. Lineare Differenzengleichungen. 3. Orthogonalitäts- 
relationen. 4. Lineare Differenzen-Differentialgleichungen. Da nun die in diesem Zusammen- 
hang in Betracht kommenden bekannten speziellen Funktionen (es kommen noch einige Funk- 
tionen aus der analytischen Zahlentheorie hinzu) regelmäßig von zwei (bzw. zwei Gruppen 
von) Veränderlichen abhängen, derart, daß hinsichtlich der einen von ihnen Ableitungseigen- 
schaften, hinsichtlich der anderen Parallelverschiebungseigenschaften (Differenzenrelationen) 
im Vordergrund stehen, erscheint Ausgangspünkt 4. als besonders angemessen und aus- 
sichtsreich. Die einfachste Gleichung dieser Art ist aber die des Titels (1) OF(z, «)/d2 = 
F(z,& + 1). InKap. 2 wird zunächst die Reduktion einer allgemeineren Beziehung der Form 
(2) fly, )/dy = Aly,a) f{y,o) + By,a)f(y,a+1), 

(wie sie als erste Gleichung eines linearen Differentialsystems für /(y,o) und f(y,« +1) 
bei vielen speziellen Funktionen auftritt) auf (1) behandelt. Nimmt man zusätzlich an, daß 
auch f(y, — a) einer Gleichung vom Typ (2) genügt, so erhält man durch Eliminationen eine 
lineare Differential- und eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung, und umgekehrt. 
Ebenso erhält man aus einer Lösung von (l), die einer linearen homogenen Differenzenglei- 
chung 2. Ordnung von passender Gestalt genügt, eine weitere Lösung von (1). Kap. 3 behandelt 
das wesentlich allgemeinere Differenzen-Differentialsystem 

9%(2, a)/0a = b(Flz,a),...,d(z,a+n),z,a), 

worin © = (G,),...,@) ein gegebenes, % = (F},...,F,) ein gesuchtes Funktionensystem, 
x reell, « entweder auf den Halbstrahl « >a, oder auf die Werte der Form a, + m 
(m=0,1,2,...)beschränkt ist. In Verallgemeinerung eines Satzes von Bruwier fürn=p=]1 
(dies. Zbl. 6, 55) wird unter geeigneten Annahmen (insbesondere Lipschitzbedingung) durch 
schrittweise Näherungen in Analogie zum Picardschen Verfahren bei Differentialsystemen 
die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung mit vorgeschriebener Anfangsbedingung gezeigt. 
Dieses Kapitel fällt übrigens aus dem Rahmen der übrigen Betrachtungen heraus; es wird 
von nun an wieder ausschließlich (1) behandelt, und zwar im Komplexen. Das weitaus um- 
fangreichste Kap. 4 gründet sich auf Existenz- und Eindeutigkeitssätze wie: Sei D(a) für 
&= 0%, + m bzw. für a > a, beschränkt, dann gibt es genau eine bei z = z, reguläre Lösung 
von (1) mit F(z,, a) = ®(c), und diese ist eine ganze Funktion von z. Je nach der Schreib- 
weise von (1) mittels verschiedener Differenzenoperatoren erhält man die Lösung in ver- 
schiedener Gestalt — das liefert Transformationen III (Sonderfälle: bekannte Reihentransfor- 
mationen von Euler und Kummer). Ist die Anfangsfunktion ®(a) als Fakultäten- oder 
Interpolationsreihe gegeben, so erscheint auch die Lösung in entsprechender Gestalt. 
Ist ®(a) eine Integraltransformierte (etwa Laplacetransformation), so erhält man für die 
Lösung eine Darstellung im Sinne von IV. — Die wegen (1) auf der Hand liegende Ent- 
wicklung von F(Z + y,a) nach Potenzen von % liefert eine erzeugende Funktion I für die 
Folge F(z, + n), insbesondere für klassische Polynomsysteme. Gewisse bestimmte Integrale 
lassen sich durch naheliegende partielle Integration vermöge (1) oder durch Reihenentwicklung 
einer im Integranden auftretenden F-Funktion behandeln: V. Fragen der Art VI werden durch 
die Darstellung einer Lösung mittels Ausübung einer Linearkombination bzw. linearer oder 
nichtlinearer Operatoren auf eine gegebene Lösungsschar behandelt, wobei wegen des Ein- 
deutigkeitssatzes wieder die entsprechende Darstellung der Anfangsfunktion das Entschei- 
dende ist. Kap. 5 handelt von Lösungen mit vorgeschriebenen Werten F(z, &). Wegen des 
Auftretens einer willkürlichen periodischen Funktion erhält man jetzt Formeln für Funktionen- 
folgen, insbesondere Ableitungsformeln II und Integro-Differenzengleichungen VI. Als kleine 
Einzelheit sei hier erwähnt, daß die Formel (18.11), wenn man rechts die Laplacetransfor- 
mierte durch ihren Wert D" (2? — 1)-!/2 ersetzt, eine seither vom Ref. auf ganz andere Weise 
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leitunesformel für die Legendreschen Polynome ergibt [J.-Ber. Deutsch. Math.- 
Verein. 56, 2 1962), Lösung der N 335, hier auch in wesentlich allgemeinerer F' orm für 
Gegenbauersche Polynome]. Im Schlußkapitel 6 grundsätzliche Erörterungen und Hinweise 
auf ungelöste Fragen. — Zweifellos bildet die Methode des Verf., die eine Fülle bekannter 
Einzelformeln einheitlich zugänglich macht und Formeln gewünschter Struktur planmäßig 
entdecken lehrt, einen bemerkenswerten Vorstoß zur Systematik der formalen Relationen 
innerhalb der betrachteten Klassen spezieller Funktionen. Ihre Grenze liegt wohl haupt- 
sächlich darin, daß sie auf keiner Klassifikation nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten 
(wie Verzweigung und Verhalten an singulären Stellen) beruht. Mit den Riemannschen Klassen 
mit von Parametern modl unabhängiger Monodromiegruppe besteht nur eine gewisse Über- 
schneidung: einerseits braucht eine F-Funktion überhaupt keiner (einfachen) linearen Dif- 
ferentialgleichung zu genügen, andererseits werden ‚Riemannsche Klassen der Dimension 
r>2 überhaupt nicht erfaßt, auch nicht mittels einer naheliegenden Verallgemeinerung, 
da die fundamentale Beziehung zwischen den Gleichungen (1) und (2) ja durchaus auf der 
Zweigliedrigkeit der letzteren beruht, also keine unmittelbare Verallgemeinerung an die Hand 
gibt. Hermann Schmidt (Würzburg). 


Shabde, N. G.: On some results involving Legendre funetions. Ganita 1, 
103—104 (1951). 


Cherry, T. M.: Uniform asymptotic expansions. J. London math. Soc. 24, 
121—130 (1949). 

Die Differentialgleichung der Bessel-Funktionen wird durch die Transformation w = 
VEIJ,(AV- 8), u=WTgt—L in die Form gebracht: (1) dew/du +w{—-v?+ 
(2-1) +40 +22 — v3)]} = 0, wo A eine geeignet gewählte Konstante von 
der Eigenschaft Aw v. Entwickelt man den Koeffizienten von w nach Potenzen von u, so 
erhält man für /?= v?+ 1/35 als angenäherte Differentialgleichung vor (1) die mit den Airy- 
schen Funktionen zu lösende Gleichung: (2) d2W/du? + W(—»?+ u-?)=0. Durch 
Iteration kommt Verf. auf die asymptotische Darstellung: !’(» +1) (Aje) Yr£/2 J,(AV1 —&) = 
L(vu)(1+O(v-t)), L(z2)=2zKys(2). Für A=v ergibt sich eine bekannte Formel von 
R.E. Langer. Indem Verf. die aus der Differentialgleichung d?y/du? + y(— v»?+c+ ,07?)=0 
durch die Transformation v = y(a), y= Wy’(u) sich ergebende Differentialgleichung zu- 
grunde legt, kommt er bei zweckmäßiger Bestimmung der Konstanten c, 42 — v? und der 
Funktion p(u) auf eine Differentialgleichung, die sich enger als (2) an (1) anschließt; so er- 
hälterz.B.: x Yu Ey (u) ae yı —_ 2) == Q,L(u v)(1 En az), w (C=]1 +0(v?"-h, 
u = V»2 — c und n eine natürliche Zahl. Vgl. T.M. Cherry, dies. Zbl. 36, 61. O. Volk. 


Szäsz, Otto: Identities and inequalities concerning orthogonal polynomials 
and Bessel funetions. J. Analyse math. 1, 116—134 (1951). 

In prosecuzione di precedenti ricerche di G. Szegö (questo Zbl. 32, 275), 
G. Sansone (questo Zbl. 34, 190), L. Merli (questo Zbl. 42, 305) e di O. Szäsz 
(questo Zbl. 37, 330) questo A. prova che se F„(2) = P(z)/P} (1) (dove PA 
indica l’n-esimo polinomio ultrasferico), se g%(x) = Li(x)/L?(0) (dove L2(z) 
indica l’n-esimo polinomio di Laguerre), se H„(x) indica l’n-esimo polinomio 
di Hermite, se, infine, A,(t) = (2/t)* T’(u + 1) J.(t) (dove J, & la funzione di 
Bessel di ordine #> — 1), valgono allora le disuguaglianze [F,(x)]? — 
Fn-1(2) Pn+41() > 0, pr -1<x<1,2>0; (no) — 95_1(8) rıl) > 0, 
per <> 0; H,?(%) 3 H„-1(%) Hn+1(%) SAlr Ar () Me; Aut) Aurı(E) >» per 
>00: G. Sansone. 


Tricomi, Francesco G.: Sugli zeri dei polinomi sferiei ed ultrasferiei. Ann. 
Mat. pura appl., III. Ser. 31, 93—97 (1950). 

Eine früher (dies. Zbl. 34, 324) vom Verf. zur asymptotischen Berechnung der Null- 
stellen der Legendreschen Polynome P,(x) und anderer Funktionen benützte Methode wurde 
inzwischen von Gatteschi (dies. Zbl. 34, 191; 39, 76) für die ultrasphärischen (= Gegen- 
bauerschen) Polynome P% (x) mit 0 <A<1 verwertet, wobei auch Restabschätzungen 
mit numerischen Konstanten gegeben werden. Verf. vereinfacht die etwas verwickelten 
Gültigkeitsbedingungen hierfür und gibt eine kleine Tabelle ausgerechneter unterer Schranken 
für die zulässigen Werte von n. Wenn man nur auf die asymptotische Darstellung, nicht auf 
numerische Fehlerschranken Wert legt, kommt man zu noch einfacheren Formeln: dem- 
gemäß wird hier die Entwicklung bis zu einem Fehlerglied O(n-3) explizit angegeben. Zählt r 
die Nummer der betrachteten Nullstelle nach von 1 an abnehmenden z-Werten (von O0 an 
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zunehmenden #-Werten, wenn & = cos®), so ist |r — n/2| = O(1); das heißt also: bei Zäh- 
lung von der Intervall-Mitte aus ist eine beschränkte Anzahl von Nullstellen zu betrachten. 
< Hermann Schmidt (Würzburg). 

Trieomi, Francesco G.: A class of non-orthogonal polynomials related to 
those of Laguerre. J. Analyse math. 1, 209—231 (1951). 

Die Arbeit behandelt eine Klasse von Polynomen /,(z), die wegen der Er- 
klärungsgleichung I, (x) = (—)” LZ-" (x) zwar nahe verwandt mit den Laguerre- 
Polynomen Lz(x) sind, jedoch nicht wie diese orthogonal sind. Sie treten in 
gewissen Reihenentwicklungen oder asymptotischen Entwicklungen als Koeffi- 
zienten auf, wie z. B. bei der unvollständigen Gammafunktion, und sie besitzen 


auch die einfache erzeugende Funktion exp (x2) - (1— 2)” = % 1,(x) 2” (k|<1). 
Nn=0 

In der Arbeit werden von diesen Polynomen eine asymptotische Darstellung 
für große Werte von n und eine Entwicklung in eine Reihe mit Bessel-Funktionen 
angegeben. Schließlich wird eine Reihe von Sätzen über die Nullstellen der 
Polynome aufgestellt und ihr Verhalten in Abhängigkeit von der Zahl der Null- 
stellen und der Ordnung des Polynoms erörtert. Eine Tafel der ersten Null- 
stellen vervollständigt den Bericht. H. Buchholz. 


rieomi, F. 6.: Über die Abzählung der Nullstellen der konfluenten hyper- 
zeometrischen Funktionen. Math. Z. 52, 669—675 (1950). 

Es handelt sich um die reellen Nullstellen der konfluenten hypergeome- 
trischen Funktion ‚F,(a,c,2)=®(a,c,x) sowie die reellen und komplexen der 
(der Whittakerschen W-Funktion entsprechenden) 2. Lösung Y(a,c,x) für 
eelle @,c. Die fraglichen Anzahlen sind dann endlich (wofern man im letzten 
Falle die Funktion auf einem Blatt der Riemannschen Flächen betrachtet). 
Verf. bringt für den 1. Fall die Ergebnisse von Kienast [Denkschr. Schweiz. 
Naturforsch. Ges. 57, 247—325 (1921)] auf eine durchsichtigere und anschauliche 
Form, insbesondere durch zeichnerische Angabe der Gebiete (Systeme von 
infachen Polygonen) in der (a, c)-Ebene, in denen jeweils ® (a,c,x) keine oder 
ine bestimmte Anzahl von Nullstellen bzw. von positiven Nullstellen besitzt. 
Für die Funktion Y(a,c,x) gibt Verf. Beweise der erstmalig ohne Beweise von 
Tsvettkoff[C.r.(Doklady) Acad. Sci. URSS,n. Ser.32,10—12(1941),33,290— 291 
1941)] gemachten Angaben. Die Untersuchung der reellen Nullstellen verläuft 
ihnlich wie bei ® mit Überlegungen Sturmscher Art, die Anzahl der komplexen 
vird funktionentheoretisch mit dem Argumentprinzip bestimmt. Man kommt 
n allen Fällen zu vollständigen Abzählungen mittels der ganzzahligen Bestand- 
eile der auftretenden Parameter bzw. linearer Verbindungen derselben. 

Hermann Schmidt (Würzburg). 


Toscano, Letterio: I polinomi ipergeometriei nel ealcolo delle differenze finite. 
Zoll. Un. mat. Ital., III. Ser. 4, 398—409 (1949). 


Die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome (L. P.) 


L% (x) = (n!)-! ex x—« dr (ar ta e-2)/dar 
issen sich differenzenrechnerisch durch den Ausdruck 
1) LE (x) =(-1®P IT (a +n +1) (nt)? == Arlee/P (a+ 1)] 


inführen (vgl. z. B. Ch. Jordan, Calculus of finite differences, Budapest 1939, 5. 473). Verf. 
ehnt (1) auf hypergeometrische Polynome (h. P.) als Funktionen des dritten Parameters 
us, mit dem Erfolge, daß 

) Fi-n,y+8y;2) = (- 1" [P()/T(y + 8) 877 Ayler Ivy + )/TW) 

ird. Ersatz von & durch x/ö und Grenzübergang ö— oo — zwei Schritte, die zusammen 
lit & bezeichnet seien — führen von (2) zu (1) zurück. Die Fruchtbarkeit der wenig bekannten 
ormel (1) und der neuen (2) zeigt sich an den zahlreichen Beispielen, auf die Verf. sie an- 
endet, mit teils bekannten, teils neuen Ergebnissen. Das erste ist eine Formel, die die Ver- 
jelfachung der Unabhängigen x in einem h.P. betrifft; sie hängt nahe mit einer Integral- 
arstellung des h. P. zusammen, 
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Ba 
@) Pimn,ytöiytäve) = 


[Bemerkung des Ref.: (3) gilt nicht nur bei negativen ganzen Werten —n des ersten Para 
meters der Gaußschen Reihe (G. R.), sondern auch bei beliebigen Werten & dieser Größe! 
Davon überzeugt man sich sofort mittels der in der Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 32, 65) untet! 
(1.2) angeführten Formel, über deren Geschichte dort berichtet ist. Es genügt, in ih 
st = u zu setzen und danach f, y, %, v durch y + 6,y + A,vx, y zu ersetzen.] Weiter finde| 
Verf. die Laplaceschen Bilder von «Pt? ,F,(—n, y+a; y, y+ß+1; x) und #7 Ps(—n; y+l 
—]);-1 


y+ß-+1;x); das erste ist eineG.R., das zweite einL.P. Mit der Operation D=2 ei u Auf 
auf den einfachen Ausdruck #? 7 (y+ö)/I'(y) gewinnt Verf., das Zeichen y(a) =D, logT («+ 11} 
oo 


Vx i 
wa) rt | (va u)AlurIF(—n,y+ö;y;u)dul 
0 


benutzend, die Beziehung (4) y(y — 1) — y(y + d$ — 1) — log& = iF(—i, y+6; y; xb 
Y21,y+62=1,x> 0). Aus ihr folgt mit y= a + 1 durch © 


ya) —log® _ 5 we! DL” (x); S a = —( - logr 
T’(« +1) ES Tlkti+l) en 
mit Eulers Konstante C ist davon ein bekannter Sonderfall (x = 0). — (4) läßt sich differenzen! 


rechnerisch noch auf eine zweite Art herleiten, die zur Entwicklung einer Potenz nach h. P. — 
und durch © nach L. P. —, weiter eines h. P. nach h. P. führt. Auch die exponentiellen Er 


zeugenden der Hermiteschen und der L. P. erhält Verf., die erste mit Hilfe des allgemeinerer 
oo 


Operators 4 = % = wDi, wo Af(w=f(uw+u)-— f(u). Die Erzeugung der L.P 


! R _—ı [IE * . ” 
durch Besselsche Funktionen entsteht aus der differenzenrechnerischen Grundbeziehun! 


een a & => 1 f 
u 1—@/2 za/2 5 ud, 24 2 io Sieh 
eu ua? zal? J,(2 Vux) = e TIGE | © z& Teak) ® Li” (x)?. Sie liefert der 
Verf. die Kapteynsche Reihe 


L'® (x) 4 T (« +n-+ 1) a 1.9 (u) () Eat (2 Yax), 


n! ur 


deren Sonderfall u—=n Tricomi angegeben hat (dies. Zbl. 25, 402). L. Koschmieder. 


Prakash, Ved: On certain integrals involving hypergeometrie functions and 
operational images. Ganita 2, 68—74 (1951). 
Einige Integralbeziehungen zwischen hypergeometrischen Funktionen höheret 
Ordnung, die die Gestalt von Laplace-Transformationen haben, werden untef 
Heranziehung einiger Formeln von Goldstein (dies. Zbl. 5, 60) umgeformt, wo: 
durch einige neue Laplace- und Hankel-Transformationen entstehen. W. Hahn. 


Funktionentheorie: 


© Markuseviec, A. I.: Skizzen zur Geschichte der Theorie der analytischen 
Funktionen. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatu! 
1951. 127 S. R. 3,45 [Russisch]. 

In loser Reihung gibt Verf. einige Essays zu dem Thema, ohne jede Absicht! 
vollständig darüber zu handeln. Er verfolgt dabei erst die Beiträge, die Mathe: 
matiker aus dem Kreise der russischen Akademie im 18. Jahrhundert zu der 
Grundtatsachen der Komplexen Funktionentheorie geleistet haben, dann das 
Entstehen der systematischen Theorie der analytischen Funktionen in der Periodd 
Gaußens und Riemanns, die Ideen von Lobatschewsky und Tschebyscheff 
und schließlich die jüngere Entwicklung der Funktionentheorie in der Sowjet! 
union. Verständlicherweise werden auch für zurückliegende Zeiten Leistunger 
russischer Forscher herausgestellt, die im Westen nicht als solche bewußt ge. 
worden sind; man findet dabei manchen interessanten Zusammenhang. | 

E. Ullrich. 

@ Lorch, E. R.: Theory of funetions. New York: Columbia University 1951 

III, 139p.; 4,45 dollars. 
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@ Dörrie, Heinrich: Einführung in die Funktionentheorie. München: Verlag 
von R. Oldenbourg 1951. 559 S. mit 64 Abb. DM 48,— Halbl. 

Die Stoffauswahl hält sich, unter Betonung der formal rechnerischen Seite, trotz des 
großen Umfangs ganz in herkömmlichem Rahmen. Von den wesentlichen Fortschritten der 
Funktionentheorie seit vierzig Jahren findet man nur ganz wenig, und das jüngste unter den 
genannten Ergebnissen ist ein Vierteljahrhundert alt. Es möchte also etwa die Darstellung 
Anlaß zum Erscheinen sein? Sie ist an einigen Büchern der Zwanzigerjahre orientiert — 
nicht immer mit Erfolg. Statt originell zu sein, ist sie nur eigenwillig. Verf. frönt einem Hang 
zu neuen Bezeichnungen und zur Bildung und Umbildung von Fachausdrücken; das geschieht 
mehr willkürlich als treffend oder wesentlich: ı für — 1, x für 1:2xi, o für 23x, 1° für ei 
bleiben im Bereich der Spielerei, as und at für arcsin und arctg sind unbedacht (was soll 
dann ac sein: arccos oder arcctg?), Gaußkreis für Einheitskreis ist unnötig, Torsion statt 
Drehstreekung ist unzweckmäßig; „Regulärfunktionen eines Bereichs‘ ist abzulehnen, da 
es sich nicht um Mengenfunktionen, sondern um Punktfunktionen dreht und zudem die Sätze, 
wo das vorkommt, eine Formulierung für (offene) Gebiete erheischen. Gebiet, Bereich werden 
als offene bzw. abgeschlossene Mengen eingeführt, nachher aber unzweckmäßig verwirrt 
und durch (nicht definierte) „Flächen‘ oder ‚‚Bezirke‘‘ ersetzt. Wesentliche Sätze werden 
in Worten gegeben oder aus Quellen gewonnen, die Zweifel wecken, wie weit sich der Verf. 
ihrer Stellung im Gebäude voll bewußt ist. — Das Buch ist von einem praktischen Ingenieur, 
dem Verleger R. Oldenbourg jun., angeregt. Dieser Umstand wird hervorgehoben. Die Frucht- 
barkeit der Funktionentheorie wird auf wenigen Seiten an folgenden Beispielen belegt: 
Strömungen bis zu Joukowskiprofil. Fast 150 Seiten über elliptische Funktionen gipfeln in: 
Mäth. Pendel, Elastika, Rotierendes Seil, einige Landkarten. — Es ist also doch wohl ein 
theoretisches Buch. Aber es vermag uns nicht zu überzeugen; wer daraus allein Funktionen- 
theorie lernt, findet nicht den lebendigen Strom. E. Ullrich. 

@ Achiezer, N. I.: Elemente der Theorie der elliptischen Funktionen. (Phys.- 
math. Bibliothek des Ingenieurs.) Moskau-Leningrad: OGIZ, Staatsverlag für 
technisch-theoretische Literatur 1948. 291 S., 12,50 R. [Russisch]. 

Das vorliegende Lehrbuch ist für Ingenieure geschrieben. Dies bestimmt die in anspre- 
chender Form dargebotene Auswahl aus der Theorie. Ein eigenes Gesicht gewinnt das Buch 
durch die zahlreichen schönen Anwendungen auf rein mathematische (allerdings für An- 
wendungen im engeren Sinn meist ausnutzbare) Probleme. Eine ganze Anzahl darunter ist 
an schwer zugänglicher Stelle veröffentlicht und daher nicht ausreichend beachtet worden. 
Behandelt werden: Die Verallgemeinerung der Schwarz-Christoffelschen Formel auf die 
Kreisringabbildung zweifachzusammenhängender, polygonal begrenzter Bereiche, die konforme 
Abbildung einer Ebene mit zwei parallelen oder in einer Geraden liegenden Schlitzen, Extremal- 
aufgaben von Tschebyschew und Zolotar&w über die beste Annäherung gewisser reeller Funk- 
tionen durch rational gebrochene Funktionen, das Abelsche Theorem, die Greensche Funktion 
des Kreisrings und das Dirichletsche Problem für den Ring, elliptische Koordinaten mit 
Anwendung auf die Laplacesche Gleichung, die Lamesche Gleichung, der Picardsche und 
der Landausche Satz, meromorphe Funktionen mit algebraischem Additionstheorem. Bei 
diesen Anwendungen sind die Anforderungen an den Leser, dessen ist sich der Verf. bewußt, 
erheblich höher als im allgemeinen Teil. Eine Formelsammlung und ein kurzer Abriß der 
elementaren Funktionentheorie beschließen das Buch. M. Krafft. 

@ Privalov, I. I.: Randeigenschaften analytischer Funktionen. 2. umgearb. 
und erweit. Aufl. unter Redaktion von A.I. Markusevic. Moskau-Leningrad: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1950. 336 S. R. 9,50 [Russisch]. 

Es handelt sich um eine auf doppelten Umfang erweiterte Neuausgabe der vielgenannten 
Saratower Doktordissertation Privalovs (1919) über das ‚Integral von Cauchy‘‘. Die Bearbei- 
tung hat nach dem Tode des Verf.s (1941) der Moskauer Funktionentheoretiker Markusevi& 
durchgeführt; auf dem Wege dazu ist eine ganze Reihe von Fragen in seinem Seminar ge- 
fördert worden; mehrere jüngere Mathematiker haben einzelne Abschnitte beigetragen 
(Davidov, Fridman, Tumarkin, Chavinson). (Vgl. hierzu auch MarkuSevit, dies. 
Zbl. 41,49.) — In der vorliegenden Fassung bietet das Buch zugleich einen zusammenfassenden 
Überblick über den ganzen Problemkreis, dessen Bearbeitung, durch Privalovs These angeregt, 
in Rußland besonders betrieben wurde, und über: die erzielten Erfolge. Nach einer Einführung 
gelten die Hauptabschnitte folgenden Themen: 1. Randeigenschaften harmonischer Funk- 
tionen. Beschränkte analytische Funktionen: Integrale von Poisson-Stieltjes-Lebesgue, 
die von ihnen dargestellten Funktionenklassen. Satz von Fatou. Einzigkeit bei beschränkten 
Funktionen. Randeigenschaften von Blaschke-Produkten. 2. Randeigenschaften analytische 
Funktionen im Kreis. Untersuchung der Klassen A, B, Hs u.a. m. Beispiele; Sätze von 
R. Nevanlinna, F. Riesz, Smirnov; Koeffizientenprobleme an Taylorreihen; Fourierkoeffi- 
zienten bei Randwerten; Verallgemeinerung eines Luzin-Privalovschen Beispiels. 3. Der Kreis 
wird ersetzt durch eine streckbare Randkurve. Cauchy-Stieltjes-Integrale und ihr Rand- 
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verhalten. Verallgemeinerung des Satzes der Brüder Riesz; seine lokale Gestalt. Betrachtung 
mehrerer Funktionenklassen. Sätze und Beispiele von Privalov, Golubev, Keldys$, Lavrentiev, 
Smirnov. Funktionenfolgen in einem Gebiet mit streckbarer Randkurve. 4. Randtheoreme 
über Einzigkeit in der Theorie der analytischen Funktionen. Prinzip vom harmonischen Maß. 
Randwerte „im Winkel‘ und Einzigkeitsaussage von Luzin-Privalov. Beispiele beschränkter 
Funktionen im Kreis mit Randwerten 0 zu einer Nullmenge. Verallgemeinerungen hierzu: 
Radiale Randwerte bei (nur) analytisch angenommenen Funktionen; Beispiele, wo solche 
Randwerte bei einer Randmenge von positivem Maß auftreten (was bei Annahme der Be- 
schränktartigkeit nicht eintreten kann). E. Ullrich. 

Vekua, N. P.: Über ein Hilbertsches Problem mit unstetigen Koeffizienten 
und seine Anwendung auf singuläre Integralgleichungen. Trudy mat. Inst. Raz- 
madze 18, 307—313 und grusin. Zusammenfassg. 313 (1951) [Russisch]. 

Als Hilbertsches Problem bezeichnet Verf. die Bestimmung einer stückweise holomor- 
phen Funktion 9(z), die im Unendlichen von endlicher Ordnung ist, aus der linearen Rand- 
bedingung für die Grenzwerte @* (t,) und 9 (t,) längs einer geschlossenen, glatten Kurve L: 
9* (t) = (ty) P (to) + g(to). Als stückweise holomorphe Funktionen werden solche be- 
zeichnet, die im Innengebiet D* und im Außengebiet D- holomorph sind mit Ausnahme 
höchstens des Punktes z = © und für die die beiden Grenzwerte @*(t,) und @°(t,) auf L, 
gebildet von D* bzw. D” aus, existieren und stetig sind mit Ausnahme von höchstens endlich 
vielen Punkten c, wo die Abschätzung |p(z)| < C|2— c|”*%, O<a<1l, gilt. @(t,) und g(t,) 
sind gegebene Funktionen. Falls sie der Hölderschen Bedingung genügen und @(t,) = 0 
überall auf Z ist, ist die Aufgabe erschöpfend gelöst. Überhaupt liegt hier ein bekanntes 
Randwertproblem vor, das seinen Ursprung in Riemanns Fragestellung nach der Existenz 
einer linearen Differentialgleichung mit vorgegebener Monodromiegruppe hat, weitgehend 
gelöst ist, vielgestaltig erweitert und angewendet und in der letzten Zeit viel von sowjetischen 
Mathematikern bearbeitet worden ist, worüber ein Bericht von Gachov vorliegt [dies. 
Zbl. 49, 57]. In vorliegender Arbeit wird die erweiterte Randbedingung zugrunde gelegt: 


R t . &, - 
p* (ty) = 1) Gi) 9 (+ m mit R,(t,) = 1 (to a)”, Ra(to) zu (to — b)Pi, 
R; (to) R,(to) i-=1 el 

wo a; und b; Punkte auf Z bedeuten und 0<a;<1,0<Pß;<1 ist. Die Funktionen @(t,) 
und g(t,) sollen dabei den oben genannten Bedingungen genügen. Gesucht werden stückweise 
holomorphe Lösungen (2) der Klasse h, d.h. p*(t,) und 9° (t,) sollen auf L beschränkt 
sein mit Ausnahme höchstens in den Punkten b; bzw. a;, wo Unstetigkeiten, deren Ordnungen 
kleiner als 1 sind, auftreten können. Die Lösung wird angegeben in der Form 


_ x) Rık) [1 g(t) dt 5 
vo am smanRa tra] 3 eri 
ee gi) dt 5 : F 
2) | + ?6] für z€D-, 


wo x(z) eine kanonische Lösung der homogenen Randwertaufgabe x*(t,) = @(t,)xX (t,) und 
p(2) ein beliebiges Polynom darstellt. Der Index dieser Randwertaufgabe sei x. Über seine 
Bedeutung und diejenige der kanonischen Lösung vgl. das oben zitierte Referat. Es wird 
ferner gezeigt, welchen Bedingungen p(2) zu unterwerfen ist, damit die Lösung im Unend- 
lichen eine Ordnung nicht kleiner als m — x — 1 hat und außerdem 9* (t,) ohne Ausnahme 
auf L beschränkt ist. Im allgemeinen Fall sowohl wie auch in diesem Sonderfall werden dann 
noch die Bedingungen untersucht, unter denen die Lösung im Unendlichen verschwindet. 
Dabei spielt der Index x eine Rolle: je nach seinem Wert treten Fallunterscheidungen ein. — 
Wie auch im Referat über Gachovs Bericht erwähnt, hängt die in Rede stehende allgemeine 
Randwertaufgabe zusammen mit der Theorie gewisser singulärer Integralgleichungen der 


Bit t) dt 
Form A(t,) o (to) + u) 2 an f(to) mit den gegebenen Funktionen A (t,), B(t,) und f(t,), 
BE. 0 


L 

die der Hölderschen Bedingung genügen. Hier werden insbesondere unstetige Koeffizienten 
vorausgesetzt der Art A— B= Rı(t,) Alto), A+ B= R;(to) Ay(to), wo R, und R, die 
frühere Bedeutung haben und A, und A, nicht verschwinden und der Hölderschen Be- 
dingung genügen. Dieser Fall ist auch Gegenstand einer Arbeit von Serman (dies. Zbl. 31, 31). 
Die Übertragung der obigen Ergebnisse des Verf. auf die Lösung der singulären Integral- 
gleichung bei diesen Bedingungen wird am Schluß kurz angedeutet. E. Svenson. 

Kareivadze, I. N.: Über das Verhalten eines Integrals vom Cauchyschen Typus 
in der Nähe der Enden des Integrationsweges. Trudy mat. Inst. Razmadze 18. 
257—263 und grusin. Zusammenfassg. 263 (1951) [Russisch]. 


Soit L un are rectifiable dont on suppose que l’origine est une extremite, et @(t) definie 
sur L telle que l’integrale de Lebesgue Ih |p(t)| dt] soit finie: ’A. donne deux resultats en 
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2 


M 


5 dt au voisinage dz=0. 1) Si 


sens inverses sur le comportement de ®(z) = = u E 
ei I 
Von considere un angle de sommet O ne renfermant pas de points de Z au voisinage de O, 
le produit z®(z) est borne dans tout angle interieur (raisonnement classique). 2) On prend 
ensuite pour L le segment O<x<1 de l’axe r&el (note du r£f.: le raisonnement s’adapte 
sans peine au cas general); soit donnee Y(z) reelle ou complexe definie et continue dans un 
Ep ah SA 
yoisinage de l’origine, telle quelim _ —=0, et Y(z) #0 pour 2=# 0: on peut construire une 
z—>0 
fonction (x) telle que pour la fonction D(z) correspondante, le produit @(z) Y(z) ne soit pas’ 
borne. On peut imposer a @(x) les conditions supplementaires suivantes: continuite de @ 
pour O<z<I1, de 9 pour O<x=<sl, et de plus |p(})| <y(x), y(x) donnee verifiant 
y(0) = 0, y (0) = 0,ety(z) >O pourz >0. @. Bourion. 
Eggleston, H. G.: The coeffieient theory of funetions with singularities of the 


+% 
form —) (108 L )" un, . Proc. London math. Soc., II. Ser. 53, 


c—z/ (ce — z)!t 


-476—492 (1951). -% 


Die Resultate von R. Jungen, R. Wilson und H.G. Eggleston (vgl. insbesondere 
R. Jungen, dies. Zbl. 3, 119) über Funktionen mit algebraisch-logarithmischen Singularitäten 
erfahren in der vorliegenden Arbeit eine Erweiterung auf Funktionen f(2), die Singularitäten 


1 \ Tas 


— — besitzen. Dabei soll ®(z) eine 
GE (= 
—ies} 

in c reguläre Funktion und ®(c)=-0 sein, es soll ferner o eine reelle, k eine ganze Zahl > 0 
sein, und es soll (f) eine (noch gewissen, die Konvergenz des Integrals sichernden Bedin- 
gungen genügende) schwankungsbeschränkte Funktion bedeuten. Man legt der Singularität 
das Gewicht [o, k] bei und setzt für verschiedene Gewichte [0’, k’] > [0o”, k'’], wenn 0’ > o’’ 
oder o’ = 0’ und k’ > k’” ist. Die Singularität heißt vom Typus A, wenn sich £(f) in der Form 
£(t) = A(t) + g(t) darstellen läßt, wo A(t) eine absolut stetige und u(f) eine Sprungfunktion 
bedeuten; sie heißt genauer vom Typus 4 (r), wenn r die Anzahl der Sprünge von 4(t) angibt. 


der’allgemeineren Form ©(z) (c — 2)- (108 


+9 
E = Ian, dp(t) 
Verf. betrachtet zunächst die Funktion f(2) = 3 a2" = (c — 2) (108 
DE, G—E (ce — 2)’ 


und gewinnt als Hauptresultat unter der Voraussetzung der Stetigkeit von ß(t) int= 0 
o—1 ,\% 2 

area) " nm: dy(t) + oa) mit Y»() = 

F c” I 

Yi [e T(s)]-!dß(t) (s= o + it). Hat ß(t) überdies eine endliche Unstetigkeit in tu #0, so 
oo 


für die Koeffizienten «a, die Darstellung a, — 


bilden danach für jede ‚„‚Nullfunktion‘ o(x)[o(z) > 0, e(x) monoton > 0 für © — ©] die- 
jenigen Indizes 2, für die en <.o(n) ausfällt, eine Folge von der Dichte O0. Weiter 
wird der Fall behandelt, daß f(z) endlich viele Singularitäten der in Rede stehenden Art auf- 


oo 
weist. Von den verschiedenen Resultaten sei angeführt: Die Funktion f(z) = & an 2” besitze 


n—0 
auf ihrem Konvergenzkreis nur Singularitäten vom Typus A; darunter seien ! Singularitäten 
von maximalem Gewicht [o, k] und es sei r > 1 die kleinste ganze Zahl, für die eine dieser 
l Singularitäten vom Typus A (r) ist. Dann gilt für alle hinreichend großen n eine Abschätzung 
Kın(logr)*|c| = <s |a.-ıj + | n-2| ++ In-ı)| Ss K,n°"1(logn)® |c|=*,.wo K,, K, po- 
sitive Konstanten bedeuten. Den damit charakterisierten Koeffizientenabschätzungen lassen 


[e,e] 
sich verschiedene Singularitätensätze entnehmen, z. B.: Ist f?£)= Y @zr und gilt 
n=0 


lim (Au+1 — 7) = ©, so liegt auf dem Konvergenzkreis mindestens eine Singularität, die 
2X 


nicht vom Typus A(r) mit endlichem r 2 1 ist. F. Lösch. 
Agmon, Shmuel: Functions of exponential type in an angle and singularities of 
Taylor series. Trans. Amer. math. Soc. 70, 492—508 (1951). 
Es sei f(z) eine im Winkelraum |argz| < x <r/2 analytische Funktion vom Exponen- 
log|f(re*?*)] 
ETF 


r>%9 
nach M.L. Cartwright (dies. Zbl. 13, 358) aus ihrer Beschränktheit auf der Punktfolge 
z=1,2,...,n,... die Beschränktheit auf der ganzen positiven Achse. Dieser Satz ist ver- 


tialtypus. Läßt /(z) eine Abschätzung lim <ksina mit O<k<x zu, so folgt 
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schiedentlich verschärft worden. R. P. Boas jr. (dies. Zbl. 26, 315) und R. J. Duffin-A.C. 
Schaeffer [Amer. J. Math. 6%, 141-154 (1945)] haben gezeigt, daß sich die Punktfolge {n}, 
auf der die Beschränktheit von f(z) verlangt wird, durch eine allgemeinere Punktfolge {An} 
ersetzen läßt. In der vorliegenden Arbeit wird darüber hinaus die Forderung der Beschränkt- 
heit von f(z) auf {A} durch eine Forderung über das Anwachsen von |f(z)| auf {A„} ersetzt 
und eine Aussage über das Anwachsen von |f(z)| im Winkelraum gewonnen. Das Hauptresul- 
tat, das sich in etwas anderer, im wesentlichen äquivalenter Form schon in einer früheren 
Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 34, 346) findet und das hier auf neuem Wege bewiesen wird, besagt: 
Die Funktion f(z) seiim Winkelraum |argz| < « < n/2 analytisch und vom Exponentialtypus, 


log |/(r e*®)| 
Ti 


sielasse ferner die Abschätzung lim < k |sin| für |0| < « miteiner Konstanten k 


T>X9 

aus O<k<a zu. Es sei {A„} eine Folge komplexer Zahlen mit |n — m|2h>0 (nm), 
An — n|< H (h, H Konstanten), und es sei {q„} eine Folge positiver Zahlen mit 9+1/9" > 1, 
logqn+ı + loggn—ı — 2loggqn < B/n (B Konstante). Gilt dann |f(Ar)| < 9n, so gibt es zu jeder 
Zahl k’ > k eine Konstante ©, mit der im Winkelraum |argz| < & die Abschätzung a@+iy)|s 
C g(x) lv! besteht, wo g(x) die durch g(n) = 9, logg(x) linear für n<z sn-+I, er- 
klärte stetige Funktion bedeutet. — Ein großer Teil der Arbeit ist der Anwendung dieses 
Satzes auf Singularitätenprobleme bei Taylorschen Reihen @(z) = & an” gewidmet. Es wird 
eine vomVerf. schon früher (a. a.O. und dies. Zbl. 30, 153) angegebene Verallgemeinerung 
des Fabryschen Lückensatzes, eine ebenfalls schon früher (dies. Zbl. 30, 153) angekündigte 
Verallgemeinerung des Satzes von Szegö über Potenzreihen mit nur endlich vielen verschie- 
denen Koeffizienten, sowie eine gewisse eingeschränkte Umkehrung des von a,„+1/@n > 1 auf 
die Singularität von @(z) in z = 1 schließenden Satzes von Fabry bewiesen. F. Lösch. 


Agmon, Shmuel: A composition theorem for Dirichlet series. J. Analyse 
math. 1, 232—243 (1951). 
Dieser Kompositionssatz für Dirichlet-Reihen ist eine Verallgemeinerung des klassischen 


Hadamardschen Multiplikationssatzes für Taylor-Reihen und weicht in seinen Voraus- 
setzungen von den hierüber schon bekannten Sätzen Mandelbrojts ab. Er lautet: Es 


oo oo 
seien f(s)—= I; ane ns und g(s) = % b eins zwei Dirichlet-Reihen, und es sei 
0 


n=0 
Ah hzh>0 und |< un Sk<Hh/2; (n= OST 


wo h und %k zwei Konstante bedeuten: o,; und o, seien die beiden Konvergenzabszissen 
(s=0o-+ ir). f(s) sei eindeutig und regulär im Gebiet D; (welches die Halbebene o > o; 
enthält), g(s) im Gebiet D, (welches die Halbebene o > o, enthält). /(s) sei von der Wachs- 
tumsordnung (,of growth‘) y,(u) in D;, g(s) von der Wachstumsordnung y,(w) in D,; die 
(in 0 <u<{ oo monoton wachsenden positiven) Funktionen Y, und y, genügen den Bedin- 
gungen 6% © 


logyı(u) log’s( 
ee = 


' oo 
und logY;(w) ist darüber hinaus eine konkave Funktion. Es sei h(s) = > @n dn eins, Dann 
n=0 


konvergiert h(s) absolut für o > 0; + o, und ist analytisch fortsetzbar in das aus D; und D, 
komponierte Gebiet D;, (welches die Halbebene o>0;+ o, enthält), dessen Rand aus 
den Punkten a + f besteht, wo a ein Randpunkt von D; und $ ein Randpunkt von D, ist; 
außerdem ist h(s) von der Wachstumsordnung y;(u) in D;,. — Im Vergleich zu diesem Satz 
hat Mandelbrojt für seinen Satz A, = u„ und Y;(u) = y,(u) = 1 vorausgesetzt, dagegen die 
An keiner Beschränkung unterworfen. Verf. kündigt den Beweis eines weiteren Komposi- 
tionssatzes für Dirichlet-Reihen an, in dem die Voraussetzungen über das Wachstum von f 
und g durch Voraussetzungen über die Singularitäten ersetzt werden. 

f i St. Schottlaender. 

Yu, Chia-Yung: Sur les theoremes de eomposition des series de Dirichlet. 
Bull. Sci. math., II. Ser. 755, 69—80 (1951). 


Einer Anregung Mandelbrojts folgend gibt der Verf. Verallgemeinerungen 
von Sätzen über die Komposition von Singularitäten bei Dirichletschen Reihen, 
indem er sich von Annahmen über Beschränktheit oder Wachstumseigenschaften 
von f(s) = I a„e”%° und @(s) = I b„e””* frei macht. Es wird nur vorausgesetzt, 
daß fund @ endliche Abszissen der Absoluten Konvergenz besitzen und in gewissen 
Gebieten eindeutig sind. Unter Benutzung des Satzes von Schottky-Valiron 
(Valiron, Directions de Borel des fonctions meromorphes, M&m. Sci. math., Fasc. 
89, Paris 1938, dies. Zbl. 18, 73) wird eine Menge angegeben, die alle Singularitäten 
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von F(s) = % a, b„e”*„® enthält. Ein zweiter ähnlicher Satz wird ausgesprochen, 
welcher als Verallgemeinerung eines Satzes ‚‚der zweiten Form vom Typus Hur- 
witz“ (Mandelbrojt, Dirichlet series, Rice Inst. Pamphlet 1944) anzusehen ist. 
@. Hoheisel. 
Yu, Chia-Yung: Remarques sur une inegalit6 fondamentale de M. Mandelbrojt. 
Bull. Sci. math., II. Ser. 755, 107—113 (1951). 
_ Verf. gibt eine Modifikation des Satzes von S. Mandelbrojt [Ann. Sci. 
Ecole norm. Sup., III. Ser. 63, 351—378 (1946)], der eine Abschätzung der Koeffi- 
zienten d, von Dirichletreihen I) d, e”° gibt, deren Partialsummen eine gegebene 
Funktion F(s) in gewissen Gebieten mit „logarithmischer Genauigkeit“ (s. dies. 


Zbl.33, 367) darstellen. An Stelle des Produktes Ay(r) = JI (1 u 5) wird, einer 
p 


pn 
Idee von Valiron (dies. Zbl. 8, 263) folgend, das Produkt 
2 
.n=- I (+5 Mm (it) p+n) 
12,—2,121 2/1, [<1 r 


eingeführt. Der Beweis von Mandelbrojt wird bei entsprechend modifizierten 
Voraussetzungen übertragen. Die durch die Abschätzung Mandelbrojts er- 
möglichten ausgedehnten Untersuchungen der ‚dargestellten‘ Funktion F(s) 
[Trans. Amer. math. Soc. 55, 96—131 (1944); Brunk, dies. Zbl. 33, 367; Mandel- 
brojt-Gergen, dies. Zbl. 1, 22; Verf., dies. Zbl. 33, 36] kann der Verf. durch 
Anwendung seiner Ungleichung weiterführen. @. Hoheisel. 


@ Leont’ev, A.F.: Reihen von Dirichletschen Polynomen und ihre Verall- 
gemeinerungen. Trudy mat. Inst. Steklov 39, 214 S. (1951) R. 11,— [Russisch]. 

Dans cet expos& d’ensemble, 1’A. groupe et developpe ses recherches anterieures (cf. 
ce Zbl. 34, 50; 36, 183; 38, 51, 233; 41, 29, 404, 423; 44, 299). La theorie, edifiee primiti- 
vement pour les suites de polynomes de Dirichlet, est present&e ici sous une forme plus generale, 
et appliguee a des problemes tres varies. — I. 1) Soit f(z) = 2 a. 2" une fonction entiere 
(f. e.) donn&e une fois pour toutes, appartenant & un type o fini non nul de l’ordre o et veri- 
fiant les deux conditions suivantes: a, = 0 pour tout n; lim n!/® |a„|!/r > 0, donc = (oe g)"? 
avec O<o<o. A partir de f(z), on generalise de la fagon suivante la transformation de 
Laplace-Borel: a une f.e. L(z), au plus d’un type fini o, de l’ordre o, correspond (z,t) dela 


oo 
forme 3 A„(z) ?7”—1, telle que, pour tout n, f, y(2,t) f{nt) dt = 2ni L(n) f(n2), Y’integrale 
0 b A 


etant prise sur un cercle de grand rayon. Pour |2|< R,y(z, t) est reguliöre pour |i{| > u(R) = 
(o,/o + R® 0o/o)“®. A F(z) reguliere dans un cercle |z2|< R,, avec R,> u(0), on fait corres- 
pondre une nouvelle fonction de z, notee M(F), definie par 2ziM(F) = Sy«e, it) F(t) dt; 
M(F) est reguliere pour |2|< R oü R est defini par u(R) = R,. Pour l’operateur M ainsi 
engendr& par L(z), les fonctions f(n z), n = const, jouent le röle d’&l&ments caracteristiques. 
Dans le cas particulier ou L(z) est un polynome & racines simples A;, les fonctions annulees 


par M sont exactement les combinaisons lineaires 2 c; (A z).2) Soit une suite {A,} de nombres 


—— )I 
complexes distincts, O</A,|s|A,|s---, im n/|n=r<+m; m entir >0,0, = 


oo 
rt: sin(mo/m). Les operateurs engendres par Ly„(z) = J/ (1— z”/A”), Iroo() = II (1— 2”/2”) 
j=k j=k 


se pr&tent & l’&tude des suites de combinaisons lineaires des f(A;2): (1) P.(z) = > Ani f(A42). 
j=1 


Si cette suite est convergente (uniform&ment) dans un cercle |z2|< R,, de rayon > u(0), 
la fonction limite P(z) verifie Mı“(P) = 0; les limites a; = lima,; existent et ne d&pendent 
oo n—00 


que de P(z); la serie formelle (2) I a; /(A; 2), qui n’est pas necessairement convergente, est 
jel 


sommable dans |z| < R avec la somme P(z) par une loi simple de sommation, les coefficients 
dependant seulement de la suite {A,}. 3) L’A. discute l’ordre de croissance d’une f. e. prenant 
des valeurs donnees a, aux points A,. Il peut alors aborder l’&tude de la convergence de (2). 
En particulier, avec certaines hypothöses sur les A,, la convergence de la suite (1) dans un 
eercle suffisamment grand entraine celle de la serie (2) dans un voisinage de l’origine. — 
II. Dans l’application aux suites de polynomes de Dirichlet & exposants r&eels ou complexes: 
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n uns | 
Pu) = Dane", ona fl) = e-"onsupposelim n/|A,| =? < >; on prendm = 2; 0, = ar] 
Zi 


uk) = nr + R; y(z,t) est une fonction de la difference 2 — t. Si la transformee M( 

de P(z) est definie dans un voisinage de z,, on peut la prolonger analytiquement dans D(z,) 
ensemble des points z de la surface de Riemann de P(z) tels qu’on puisse deplacer de 2, en 
le centre d’un cercle ferme de rayon = sans rencontrer de point singulier de P(2). Si la suit \ 
(1’) des P,(z) converge dans un cerele |2— 2,| <rderayon > mr: ledomaine D(z,) correspon! 
dant & la fonction limite P(z) est & un seul feuillet et simplement connexe [pour 7 = 0: I 


domaine d’existence de P(z) est & un seul feuillet et simplement connexe — extension 5 
resultat de Pölya]; les «, ;ont des limites a;. L’A. discute la convergence dela serie (2’) Be e 7 


En particulier, si A„> 0, n/An > 0, lim log[1:| Lio(A,)|]J/A» = ö6=0, la convergence de la suiti 
(1’) dans un cercle quelconque entraine celle de la serie (2’) soit partout, soit dans un demil 
plan hors duquelsa somme n’est pas prolongeable. — III. S’inspirant del’emploi dell (1 —22/4,2! 
pour l’&tude des series de Dirichlet dont les exposants forment une suite mesurable ou & 
densit& maximum finie, I’A. introduit unef. e. L(z) paire, du type moyen del’ordrel, verifiant 
pour sing #0, limr=!log|L(r e®)| = o|sinp|; les zeros +4, ne sont pas necessairemeni 
reels, mais leurs arguments ont pour seules valeurs limites O0 et z; on suppose® 4, 20. M(P 
peut ötre prolongee sur la partie G(z,) de la surface de Riemann de @(z), definie comme D(z,) ei) 
utilisant un segment vertical de longueur 20 au lieu d’uncercle. Par ailleurs, si@(z) estregulier 
dans un demi-plan $ 2 <const et est un O(1/z) dans tout angle interieur, I’A. exprime @(zh 
a partir de@,(z) = M(G). La comparaison des resultats lie de manisre pre&cise certains point; 
singuliers de@(z) et de@, (z). Ces rösultats permettent l’&tude des solutions P(z) de M(P) = 0| 
Si P(z) est holomorphe sur un segment vertical de longueur 20 et verifie dans un voisinag: 
du milieu M(P)=0, P(z) est reguliere dans une bande (—- © <s)a<NRz<Pp(< + ©)| 
et il ya au moins un point singulier sur tout segment de longueur 20 de chacun des bordsi 


on a dans la bande P(z) =limAQ,(), ou 2,(z) = Dr (or ent + Bars 9), et les suitei 
n n u 

de terme general I an;e ”i” et I B.;e”” convergent respectivement dans les demi-plan 
d A 


Nz<petRz>a. — IV. L’A. developpe les applications suivantes: proprietes des serie 
de Dirichlet dont la suite d’exposants est A densite max. finie; interpolation par une f.e 


d’ordre fini donne: f(A.) = au, {a.} et {A„} donnees ; &tude des solutions d’une &quation mixti] 
p q 


differentielle et aux differences finies, & coefficients constants: M,(f) => am 
emo. a 


San Juan, Ricardo: Über die Existenz einer analytischen Funktion, die sich 
einer gegebenen Reihe in vorgeschriebener Weise asymptotisch annähert, und einen 
reellen, in einem Intervall unbeschränkt differenzierbaren Funktion, deren Ab- 
leitungen in einem Punkt vorgegeben und im Intervall beschränkt sind. Collect 
Math. 4, Nr. 1, 83—91 (1951) [Spanisch]. | 

» Gegeben sei ein Gebiet G mit Häufungspunkt 0, eine formale Potenzreihd 


2 a,z’” und eine Zahlenfolge m, > |a,|. Wann existiert eine in @ reguläre Funk: 
v—=—0 | 


tion /(z), die obige Reihe zur asymptotischen Entwicklung hat, mit den Schrankerl 
N \ 
m,, also \—{f(2) — 3 a, =} 
2 »_0 


SZ My+ı für 2€EG; n=0,1,...? Mittel der Rast 
tionalanalysis führen zur Formulierung einer notwendigen und hinreichenden Be! 


[ 
| 
N 


dingung» IsteR, > WM Do extr|z| auf @, so soll auf der Menge E,) 


N v0 
der Polynome f(2) =D, a, 2” (mit |f(z2)| <K,„ in @) jedes 
1 


i—1 
ul >23 a, 2°} 


© 


v=0) 2 


J,.= inf max Kextr N 

En 0<!szn zE@ mı | 

die 1 nicht übertreffen. — Die Methode erlaubt eine fast unmittelbare Verwendung 
für die zweite, im Titel angeführte Fragestellung der reellen Analysis. E. Ullricht 
Nato, Tokui: Über die Ausdehnung des Satzes von Carleman-Hukuhara über 
asymptotische Reihen. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 29—31 (1949) 
[Esperanto]. | 


Soit {Q,,„} une suite double quelconque. On peut faire correspondre & chaque n 


Tu 
re 
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‚une fonction analytique @,(2) developpable asymptotiquement sous la forme 
E09, (2) -3 An 2 #. L’A. montre l’existence d’une fonction analytique F(z) 
Bolbthorohe dans un domaine: Rz>1, |I2|<a (a<r) et developpable 
asymptotiquement sous la forme F(z) — St Gnlalenr M. Hukuhara. 


@ Mergeljan, S.N.: Einige Fragen der konstruktiven Funktionentheorie. Trudy 
mat. Inst. Steklov 37, 92 S. (1951) [Russisch]. 


f(z) etant definie et continue sur l’ensemble ferm& et born& E du plan complexe, 0,(f, E) = 


5 == If(2) — Pr(z)| designe sa meilleure approximation par un polynome de degre n. 
ze 


L’A. etudie les relations entre la loi de decroissance des on(f,E) et, d’une part, les pro- 
prietes de continuite et les proprietes differentielles de f(2), d’autre part, les proprietes geo- 
metriques de E. Toute l’&tude repose sur la possibilite d’approcher f(z) par des polynomes 
uniformement sur E; le cas le plus general de ce „th&or&me d’approximation de Weierstrass‘“, 
€tabli par l’A. dans un travail publi& plus r&cemment (ce Zbl. 41, 385), est cite mais non utilise, 
et il n’est fait appel qu’aux cas particuliers anterieurement connus.— Analyse sommaire: Hest 
d’abord la fermeture D d’un domaine de Jordan D: „theor&mes directs“ liant o„(f,D) au 
module de continuite de f sur D, dans diverses hypothöses simples sur la frontiere de D; 


„‚th&or&mes inverses‘“ concluant d’une loi de decroissance donnee des 0,(f,D) aux propriet6s 
de differentiabilite de f(z). Si lente que soit la loi de decroissance fix&e, il y a des domaines D 
pour lesquels elle suffit a assurer l’existence des derivees de tous ordres de f en certains points 
frontieres. A noter l’emploi du module de continuite defini en prenant pour distance de 2’ et 


2’ dans D la borne inf. des longueurs des courbes rectifiables qui joignent 2’ et z’’ dans D. 
L’approximation polynomiale de f(z) sur D est utilisee pour &tudier le comportement & la 
frontiere de la primitive F(z), comportement qui peut etre „plus mauvais‘‘ que pour f(z). — 
Apres l’etude de o„(f,E) quand E=D,"nD,, D, et D, domaines de Jordan sans points com- 
muns, Dı et D, tangents exterieurement en un seul point, l’A. envisage le cas d’un ensemble 
ferme E sans points interieurs (et en particulier d’un ensemble parfait discontinu). Applications 
aux fonctions quasi-analytiques definies sur un segment de l’axe reel; une fonction q.a. de 
S. Bernstein, nulle sur un ensemble de capacite positive, est nulle identigquement. Conditions 
pour que toutes les fonctions d’une classe q. a. de Bernstein soient q.a. au sens de Denjoy- 
Carleman. — Le m&moire se termine par une extension de r6sultats de Keldych (ce Zbl. 22, 
364) relatifs a la convergence, & la frontiere d’un domaine, de la suite correspondante de poly- 
nomes de Bieberbach. @. Bourion. 

Leja, F.: Sur les polynomes de Tehebycheff et la fonetion de Green. Ann. 
Soc. Polonaise Math. 19, 1—6 (1947). 

Let E be a closed and bounded set of points in the complex plane; let D(E) 
be a complementary domain having z = © for an interior point; let T„(z, E) 
denote the Tchebycheff polynomial attached to E, that is, that polynomial of 


the form P,„(z) = 2" + a, z""!-+...+.a, for which max |T',(z, E)| < max|P, (z)|; 
(E) (E) 


let @(z, y, E) be the Green’s function of D(E) having its pole at z= ©. Fekete 
[Math. Z.17, 228—249 (1923)] has shown that lim {max| 7’, (z, Z) |}!?=1limP ,re+D, 


n>%x (E) Nn>&© 
where „„=max JJ |&; — &|as the points &,,s=0,1,2,...,n, range arbi- 
OSj<ksn 

trarily over E. The common value of these limits is called the transfinite diameter 
d(E) of the set E. Using former results of his (this Zbl. 10, 201), Leja proves: 
If d(E) > 0, then, everywhere in D(E) except at the points of accumulation 
of the roots of the polynomials T,(z, E), we have lim n-!log|T7,(z, E)| = 
.G(xz,y, E) + logd(E). ehe, N. A. Bowen. 

Mursi, M. et R.M.Makar: Sur la base inverse d’une base de polynomes. 
Bull. Sci. math., II. Ser. 7Iı, 47—51 (1947). 

Beweis der beiden Sätze: 1) Ist {p„(z)} eine einfache Basis, mit der Einheit 
als Koeffizient von 2” und effektiv auf |2|=R, so ist auch die inverse {q,(2)} 
auf |z| = R effektiv. 2) Zwischen den Ordnungen ® und © zweier zueinander 
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inversen Basen besteht die Ungleichung w/2 <®<2w (vgl. J.M. Whittaker, | 

dies. Zbl.9, 342; 38, 228). O0. Volk. | 
Batyrev, A. V.: Über Kriterien für die Transzendenz und Hypertranszendenz 

analytischer Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 5—8 (1951) 

[Russisch]. n 
Si la fonction algebrique w est reguliere dans la region bornde D,ona pour 

tout polynome P4(2) = @n 2" ++ +a, l’inegalite maz | — m (2)| > O\an |" r®*, 

zZ 


oü seuls n et a„ dependent du polynome. Un resultat analogue est etabli pour | 
l’approximation polynomiale simultanee de plusieurs fonctions liees par une 
reiation algebrique. On en deduit une condition suffisante, portant sur l’approxi- 
mation polynomiale de f(z), permettant d’affirmer que f(z) ne satisfait & aucune 
equation differentielle algebrique. @G. Bourion. 

Batyrev, A. V.: Zur Frage der besten Annäherung analytischer Funktionen 
durch Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser.76, 173—175 (1951) [Russisch]. 

Soit E„(f; K) la meilleure approximation sur le continu borne K & comple- 
mentaire connexe de la fonction f(z), continue sur K, par des polynomes de degren; 
l’A. donne le comportement asymptotique des E„ quand fest une fonction entiere 
d’ordre et de type fini; reciproque. @. Bourion. 

Lapin, 6. P.: Über die Interpolation einer Klasse ganzer Funktionen endlicher 
Ordnung und endlichen Typus. Mat. Sbornik, n. Ser. 29 (71), 565—580 (1951) 
[Bussisch]. 

Es handelt sich um eine Interpolationsaufgabe folgender Art: Zu einer 
komplexen Zahlenfolge A, mit |A„| 7 00 und einer Folge beliebiger natürlicher 
Zahlen k„ werde die Gesamtheit aller Knotenstellen &* A, gebildet, die durch 
zusätzliche, m-strahlige Symmetrie entstehen: e=exp(2rz/m), u=0,1,...,m-—l. 
Dann soll an diesen Knoten hermitisch interpoliert werden, so daß neben dem 
Funktionswert selbst auch die ersten %k, — 1 Ableitungen vorgeschrieben sind, etwa 
Ren) =n.nfen=l, 22. 2=0,1.., 2 on 0 ee 
Wann kann diese Aufgabe bei gegebenen Werten a„,,„ durch ganze Funk- 
tionen g(z) von eingeschränktem Wachstum befriedigt werden? — Es seien 0,T 
Wachstumsordnung und -typus, dann [e,:] und [e,r) die Klassen aller ganzen 
Funktionen mit Ordnungen < o, Typus s r bzw. <tr. — Es sei nun m die kleinste 
ganze Zahl größer als 0. — Für g(z) € [o, ©0] erweist sich die Bedingung als not- 
wendig, daß die vorgeschriebenen Werte a,,.,, nicht zustark wachsen, nämlich bei 

. An,x, E= TEE il i 
x mar rin Im Ian 
Und das ist umkehrbar: Unter dieser Voraussetzung (2) ist die Gesamtheit der 
Forderungen (1) durch ein ganzes g(z) € [0,0] zu befriedigen. — Dazu eine 
Reihe von verwandten Sätzen für Klassen mit beschränktem Typus und von 
Folgerungen. — Der Sonderfall gewöhnlicher Interpolation, k, = 1, ist schon 
früher von Leont’ev [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 66, 153—156 (1949)] 
behandelt worden. BE. Ullrich. 

Vermes, P.: Note on a two-point boundary problem. II. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 2, 74—80 (1951). 

The author continues part I (this Zbl. 30, 50). With the notation used there, 
the author now gives order conditions on a; and b; which ensure the existence 
of an entire function with given sequences of derivatives taking these values 
at OÖ and 1. With a further restrietion on the sequences of assigned derivatives, 
an order condition ensures the existence of a unique solution of exponential type. 
Forther extensions deal with the many-point instead of the two-point case. 


R. P. Boas, jr. (R.). 
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Naftalevie, A. @.: Einige Fragen der Interpolation meromorpher Funktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 329—332 (1951) [Russisch]. 

On prescrit pour une fonction meromorphe f(z), soit les pöles A, et les parties 
principales correspondantes, soit encore le d&but des developpements de Laurent 
(de Taylor eventuellement) aux points donnes A,. Les resultats annonces, pro- 
longeant les recherches de J. M. Whittaker (ce Zbl.13, 27) portent sur les 
plus petites valeurs que peuvent prendre l’ordre et le type de f(2). 

@. Bourion. 

Balk,M.B.: Zur Frage der Interpolation analytischer Funktionen mittels 
gebrochener rationaler Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 181—184 
(1951) [Russisch]. 

L’A. annonce l’extension & une classe &etendue de fonctions du resultat 
celassique sur la convergence vers expz des suites de fractions rationnelles extraites 
du tableau de Pad& correspondant. @. Bourion. 


Lochin, I. F.: Die Interpolation von in einer Halbebene regulären Funktionen. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 9—12 (1951) [Russisch]. 


On cherche une fonction f(2) reguliere dans le demi-plan & > 0, prenant 
des valeurs donnees A, aux points reels donnes ,:0 <A, <A, <r +, N/n—o 
(fisi), la croissance de f(z) etant limitde par les deux conditions suivantes: dans 
le demi-plan x > 0, f(z) est de type exponentiel; dans la bande O<x= <A}, 
on a |f(z)| < c(6) e®!Y! pour ö<x <A, — 6, avee O <ro. L’A. donne pour 


lV’existence de f(z) la condition necessaire et suffisante suivante: une suite de 


sommes partielles de la serie formelle 3 Ay/g’ (An) e ”", oü alt) = Il -— 82] An?) 


doit converger dans un demi-plan &>x« vers une fonction F(t) prolongeable 
dans une bande |n]<n, et y verifiant |F(E+in)| <exp[—(A, — 8) E]) pour 
E> &,(6) > 0, |F(E +in)| <exp[—Ö68] pour E< — £,(6). G. Bourion. 

Milloux, Henri: Sur les direetions de Borel des fonetions entieres, de leurs 
derivees et de leurs integrales. J. Analyse math. 1, 244—330 (1951). 

Nach einem Satz von Biernacki hat jede ganze Funktion von endlicher Ordnung A 
mindestens eine Julia-Richtung, die beliebig oft ableitungs- und integrationsfest ist, d.h. 
es existiert mindestens eine Julia-Richtung, die allen sukzessiven Ableitungen und Integralen 
von g(z) gemeinsam ist. In der Abhandlung des Verf. wird die Ableitungs- und Integrations- 
festigkeit Borel-Valironscher Richtungen (abgek. B-V-R) für ganze Funktionen endlicher 
Ordnung untersucht. Analog zum Biernackischen Satz gilt:I. JedeganzeFunktion der Ordnung }, 
0<A<no, hat mit allen ihren Ableitungen mindestens eine B-V-R gemeinsam. II. Jede 
B-V-R, die beliebig oft ableitungsfest ist, ist auch beliebig oft integrationsfest. Die Frage 
von Valiron, ob jede B-V-R ableitungs- und integrationsfest ist, beantwortet das dritte 
Hauptresultat teilweise: III. Jede B-V-R ist beliebig oft integrationsfest. Ungelöst bleibt 
danach die Frage: Kann eine ganze Funktion endlicher Ordnung B-V-R durch Differentiation 
verlieren? Die Ergebnisse behalten auch für ganze Funktionen der Ordnung Null ihre Gültig- 


SEE 1 22 ’ 
keit, wenn ihre Charakteristik der Bedingung lim Se (9) 
>  (logr)? 


> n genügt. 
H. Wittich. 
Inoue, Masao: Sur le module minimum des fonctions sous-harmoniques et 
des fonetions entieres d’ordre <1/2. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 
183—193 (1949). 
In this paper, the author completes some of his previous results concerning 


“ subharmonie functions. In several theorems, he gives lower bounds for the log- 


arithmic measure of the set E, where the minimum modulus m (r) is large in some 
sense. As an example, we mention that for a function of order o < % the lower 
logarithmic density of the set E{m(r) > M (r)!"*}, e> 0, where M(r) denotes 
the maximum modulus, is 2 1 — 29. Bo Kjellberg. 
Hayman, W.K.: A characterization of the maximum modulus of funetions 
regular at the origin. J. Analyse math. 1, 135—154 (1951). 
Soit fz) =1+ a,2* + ... une fonction holomorphe en z=0. Pour 0 
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assez petit, la fonction M(o) = Max |f(z)| est developpable en serie de puissances; 
c 


elle est done prolongeable aux valeurs complexes de go de petit module; on a 
|M(oe‘?)|< M(e); les points de l2| = o oü |f(2)| = M(e) deerivent au plus k 
arcs reguliers se coupant en z = 0 sous les angles 2pn/k. Etant donne a priori 

une fonction de 0, holomorphe pour 0 = 0 et de developpement 1 + 5; On 
cette fonction sera, pour 0 assez petit, la fonction M (0) associee & une fonction 
f(z) si et seulement si: 1° elle est reelle pour g reel; 2° 5, > 0; 3° pour chaque 
entier positif j la suite que l’on deduit de {b,} en annulant les termes d’indice » 
tel que v7 soit multiple de k, a comme premier terme non nul un terme positif. 
Sik=1 ou 2et sion se donne de plus un arc regulier y, il y a une fonction f(2) 
et une seule verifiant en outre f(0) = 1, |f(z)| =M (|e|) sur y. J. Dufresnoy. 


Hayman, W. K.: Some applications of the transfinite diameter to the theory 
of funetions. J. Analyse math. 1, 155—179 (1951). 


Aus dem bekannten Zusammenhang des transfiniten Durchmessers einer abgeschlos- 
senen und beschränkten Menge mit der Greenschen Funktion des Komplementärgebietes 
folgt leicht, daß der transfinite Durchmesser der von einer meromorphen Funktion (2) = 
z-!+a,+qa,2-+.-- in || <1 nicht angenommenen Werte <1 ist, und = 1 nur, wenn 
f(z) schlicht ıst; daraus lassen sich sehr allgemeine Aussagen folgern, des Inhalts, daß im 
Wertevorrat einer Funktion der genannten Art wenigstens eine aus den Mengen einer gewissen 
Mengenfamilie vollständig enthalten sein muß, ausgenommen, wenn /(z) einer genau angeb- 
baren Schar von Ausnahmefunktionen angehört. Hieraus ergibt sich dann die folgende 
beträchtliche Verallgemeinerung des Koebeschen 1/4-Satzes: Ist /(&) =, +42 +: 
regulär in |z2| < 1, und ist l; das Lebesguesche Maß der Menge aller r > 0, für die |w| = r- 
ganz zum Wertevorrat von f(z) gehört, dann gilt: |a,| < 4(lja,| + 1;); Gleichheit gilt nur 
für f(z) = a, z(1 — ei® 2)? oder f(z) = ay(l + Azei*(l — zei®)-?), A>4. Daraus ergeben 
sich eine Reihe von Sätzen über Funktionen, die in |2| < 1 regulär sind, wobei insbesondere 
die genauen Werte der Konstanten in gewissen älteren Sätzen von Landau [Rend. Cire. 
mat. Palermo 46, 347--348 (1922)] und von H. Bohr [Scripta Univ. Hierosolimit. 1, nr. 2 
(1923) = Ges. Werke, Bd. III, E8, Kobenhavn 1952, dies. Zbl. 49, 1] herauskommen. 
Endlich werden Anwendungen auf p-wertige Funktionen gemacht, wobei sich die Einführung 
des Begriffes der schwachen p-Wertigkeit als zweckmäßig erweist: f(z) heißt schwach p-wertig, 
wenn für jedes r > 0 die Gleichung f(z) = w entweder genau p Lösungen für jedes w auf 
|w| = r hat oder für wenigstens ein solches w weniger als » Lösungen. Z. B. ergibt sich für 
solche Funktionen /)=a,+q2+ ..., | <1: ja,| < 4? |a,|; womit der genaue Wert 
der Konstanten in einem Satz von Biernacki ermittelt ist [Bull. Sei. math., II. Ser. 70, 
51—76 (1940)]. H. Grunsky. 


Hayman, W. K.: The maximum modulus and valeney of funetions mero- 
morphie in the unit eirele. I, II. Acta math. 86, 89—191, 193—257 (1951). 

It w@)=@+a2+..- in |2|<1 eindeutig regulär analytisch und w(2) # 0,1, 
dann genügt nach dem Satz von Schottky |w(2)| auf |2|<r<1 der Bedingung |w(z)| < 
S(a,, r); die Schranke S(a,, r) hängt nur von a, und r ab. Die umfangreiche Untersuchung 
des Verf. beschäftigt sich im Anschluß an Arbeiten von M. L. Cartwright, J. E. Little- 
wood, D.C. Spencer u.a. mit wichtigen und tiefliegenden Erweiterungen dieses Satzes. 
Es werden durchweg Funktionen zugelassen, die in |z|< 1 meromorph sind. Da in diesem 
Falle nicht mit dem Maximalmodul gearbeitet werden kann, wird die mit einem in 12 < 


stetigen Betrage versehene Funktion fx (£) = (ro 2r—m IT gie, 2) II gi, a.) eingeführt. 
v»—ı u=1 


nn ist g(&, 2) = [a — H/1— E 2] (|2]|/2) und a,,..., am bzw. b,,..., b, sind die auf dem 
eise [(z — &)/(L— £2)] <1/2 gelegenen Null- bzw. Polstellen von w = f(2). Für regulä 

(2) ist |f(@)| < |f+ (z)|. Weiter werden die Werte O und 1 im Shen Satz A 
durch eine Menge E ersetzt. E ist abgeschlossen und enthält neben 0 und ©o noch mindestens 
ein endliches Element. Schließlich wird noch die Voraussetzung w(z) = 0,1 wesentlich ge- 
lockert. p(r) sei eine für r€<0, 1) wachsende Funktion von r. Dann soll die Gleichung 
= a, a€ E, höchstens p(r) Wurzeln auf |z2| <r,0<r<1, haben. Unter diesen Annahmen 
werden für M(r, f+(2)) = ll (2)| Schranken hergeleitet, die allein von r, E, |f*(0)| und 


p(r) abhängen. Ein wesentlicher Teil der Resultate erscheint als Folgerung dieser Aussage: 


f(2) sei meromorph auf |z2| s1. Mit g(z) = |2"—-” f(z) Il g«, »)) II gt, a;) gilt 
1 jel 
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L 
R(9’(0)/9(0)) < 2 ]log I9(0) || + All + 10glog1g(0) || +3 11F4P(1-14))]. 


Das Zeichen — bzw. + steht bei |s(0)| 21 bzw. |9(0)|< 1. Die d; sind durch f(d;) = 0,1 
oder © erklärt; A ist eine Konstante. Der recht mühsame Beweis dieses Satzes benützt die 
Methoden, die R. Nevanlinna in seinen Arbeiten über die beiden Hauptsätze der Wert- 
verteilungslehre entwickelt hat. Als Folgerung sei die Abschätzung erwähnt: 


1084 (r, %(2))< Ar) {(1 + r)log|fr(O)| + Ar oglog | (0 + No +), 


oo 
wenn N, = & (1— |d;|)< © gilt. Auf die Wiedergabe weiterer Ergebnisse muß verzichtet 


werden. In einem besonderen Abschnitt wird zum Schluß untersucht, welche Schärfe den 
gefundenen Abschätzungen zukommt. H. Wittich. 


Arima, Kihachiro: On a meromorphie function in the unit eirele whose Nevan- 
linna’s eharaeteristie funetion is bounded. Ködai math. Sem. Reports 1950, 94—95 
(1950). 

Über die im Einheitskreise beschränktartigen meromorphen Funktionen 
werden einige Sätze bewiesen, von denen der folgende erwähnt sei: Sei g(f) eine 

i 
positive Funktion, für welche lim [ gt) dt = &. Sei weiter E eine auf 2|=1 
et 


gelegene Borelsche Menge von positiver Kapazität und f(z) eine meromorphe 
Funktion, deren charakteristische Funktion beschränkt ist. Wenn für jeden 
Punkt P(z = ei?) von E ein Winkelgebiet mit P als Spitze existiert, in welchem 


log 1/\f(@) — a] 2 glt), t= er —z|, so ist fie) = a. V. Paatero. 


Valiron, Georges: Sur les valeurs deficientes des fonetions algebroides mero- 
morphes d’ordre nul. J. Analyse math. 1, 28—42 (1951). 


Meromorphe Funktionen der Ordnung Null, deren Charakteristik hinreichend regulär 
anwächst, z.B. 7(r,w) =O ((logr)?), zeichnen sich durch besondere Wertverteilungseigen- 
N (r,a, b) 


schaften aus. So folgt aus 7(r, w)=0O ((logr)?) die Beziehung (*) lim -—=1] für zwei 
a 


ee, Alle, w) 
beliebige komplexe Zahlen a und b, a=+b, wenn N(r,a,b) =Max(N (r,a), N (r, b)) gesetzt 
wird. Verf. sucht nach ähnlichen Eigenschaften bei algebroiden Funktionen «(z) der Ordnung 
Null. v(z) wird durch die Beziehung A„(2) u” + An-ı(2) u”! + ...+ Ao(z) =0 erklärt; 
die Koeffizienten A; (z) sind ganze Funktionen, A„(z) ein kanonisches Produkt. Für die Unter- 
suchungen ist die Bemerkung wichtig, daß v(z) dann und nur dann von endlicher Ordnung A 
ist, wenn die Ordnungen }; der Koeffizienten A,(z) höchstens gleich A sind und A = 4; für min- 
destens ein j gilt. (*) entspricht bei algebroiden Funktionen der folgende Satz: Es seien h (z,a)= 


m+1 
Am(z)a”"+---+4,(2) und N(r,Q,,...,Gm+ı) = Max x (r ea et HE) — 
j-1 „a 
O((logr)?) folgt dann lim Ne Grafen). 1, wenn diea; m-+-1 verschiedene komplexe 
Zahlen sind. Br m Lir,%) H. Wittich. 


Chuang, Chi-tai: Sur la comparaison de la croissance d’une fonetion mero- 
morphe et de celle de sa derivee. Bull. Sci. math., II. Ser. 751, 171—190 (1951). 

Verf. beweist zwei Ungleichungen, welche die Charakteristiken einer gebrochenen Funk- 
tion f(z) und ihrer Ableitung f’(z) gegenseitig zu schätzen erlauben. Die Aussage bezieht sich 
auf den Fall der endlichen Ebene; für den Fall der hyperbolischen Ebene wird nichts gesagt. 
Wesentlich ist, daß die Schätzung bei r mittels eines etwas größeren Radius A r gegeben wird, 
A>1, und daß Zusatzfaktoren auftreten, die zwar nur von A abhängen, aber immerhin den 
Übergang A— 1 ausschließen. Die Ungleichungen haben die Form 


7 
A—1 


(1) 2, LSA T'(ir;f), 


Fi 7 ’ 
(2) Ter,f)< Bl, Tür, f). 


Für A, B werden numerische Werte gegeben; so bei f(0()#+©, A=19, B=47; bei f(()=»: 
A=41, B=96; diese Werte sind offenbar beträchtlich und jedenfalls schon bei wichtigen Sonder- 
fällen unangemessen hoch ; die Fallunterscheidung trifft kaum Wesentliches. — Übrigens können 
4A, B gesenkt werden, wenn Verf. additive Zusatzglieder rechts in Kauf nimmt, wie log(Ar) 
und log[A(A — 1)-!]. — Das Gewicht der Aussage liegt darin, daß keine Einschränkung über 


358 


f(z) gemacht wird, außer daß z = © die einzige wesentliche Singularität sei. Man kann dann 


aus (1) und (2) folgern, daß Funktion f und Ableitung f’ übereinstimmen in (oberer und unterer) 


Wachstumsordnung, Typus, Divergenz- bzw. Konvergenzklasse; ähnlich wenn man etwas 
allgemeinere Definitionen benutzt, in denen die Potenz r? durch andere, passende Vergleichs- 
funktionen ersetzt ist. Solche Aussagen konnten bislang nicht ohne Einschränkung ausgespro- 
chen werden. — Verf. hätte nicht übergehen sollen, daß diese Ergebnisse bei ganzen Transzen- 


denten z. T. klassisch und bei gebrochenen Transzendenten mehrfach vorbereitet sind, was | 
die Ordnung anlangt (Valiron, Whittaker, Tsuji); sie alle folgen bei gebrochenen Transzen- | 


denten, sobald nur wenigstens eine endliche Stellensorte positiven Defekt oder Index hat, 


aus der vom Ref. schon 1929 gegebenen Hauptungleichung, die unmittelbar 7(r, f) nach 


beiden Seiten schätzt, und zwar ohne Verwendung eines A > 1. Man erhält dann auch günstigere 
und natürliche Vergleichsfaktoren im Zusammenhang mit den Defekten usw. Vor allem ist 
die Hauptungleichung auf eben dem Wege beweisbar, der zum II. Hauptsatz führt — ohne 
neue Mittel —, und umfaßt diesen Hauptsatz. Sie liefert zudem gewisse Aussagen auch für 
bruchartige Funktionen (also in |2|< 1). Endlich zeigt sie die Ableitungsfestigkeit der Aus- 
nahmewerte. [Vgl S.-Ber. Preuß. Akad. Wiss., phys.-math. Kl. 1929, 592—608 (1929).] 
BE. Ullrich. 
Kusunoki, Yukio: Über Streekenkomplex und Ordnung gebrochener Funk- 
tionen. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 255—269 (1951). 
Eine einfach zusammenhängende offene Riemannsche Fläche R sei nur über endlich 
vielen Stellen a, der w-Ebene verzweigt (x =1,...,g); es sei 7 ihr Streckenkomplex: Da- 
durch wird die Verzweigungsstruktur der Fläche völlig erfaßt. Die Arbeit zielt darauf ab, 


in Fortführung einer (dem Ref. unzugänglichen) Arbeit von Kobayashi [Otsuka Sügaku 
kaishi 10 (1941)] unter einschränkenden Annahmen über 7, das Wachstum der erzeugenden 
meromorphen Funktion w = f(z) von R nach oben zu schätzen — also entgegengesetzt zum 
Denjoy-Carleman-Ahlforsschen Satz. Es wird eine Ausschöpfung von 7 durch Teil- 
komplexe 7, so vorgenommen, daß T,„-.ı einerseits alle Glieder umfaßt, welche an Knoten 
von T„stoßen (also mindestens die nächste Generation), zudem aber so, daß alle Teilkomplexe 
in bezug auf 7 einfach zusammenhängen; sei dann v(n) die Gesamtzahl der Knoten von T7,, 
o(n) die Länge des (äußeren) Randes von 7, und u(n) die Anzahl der Glieder von 7',+1, 
die noch nicht zu T, gehören, aber von dessen Knoten unmittelbar abzweigen; das wird noch 
auf unganze i statt n erweitert. Die entscheidende Voraussetzung ist dann (neben der Diver- 
oo 


d 
genz von / m zur Sicherung des parabolischen Typus): lim > —= (0. Die Wachstums- 
{>00 
ordnung der erzeugenden gebrochenen Transzendenten f(z) bleibt dann kleinergleich 


a log» (f) 
== 1 
4 10 Sol)-1d) ’ 


also auch kleinergleich der unteren Grenze dieser Ausdrücke für alle Ausschöpfungsfolgen | 


solcher Art. Gegenüber Kobayashi kann ein Zusatzfaktor vermieden werden, der aus der 
Lage der ax entspringt (Dilatationsschätzung bei quasikonformer Überführung in ein regel- 
mäßiges q-Eck). — Leider ist der Beweisgang nicht ganz überschaubar, da sich der Verf. 
auf ein ähnliches Ergebnis Kobayashis (wie oben) beruft; dazu treten, mehr als üblich, 
Schwierigkeiten vom sprachlichen Ausdruck her. E. Ullrich. 


Sz.-Nagy, Gyula: Totalreelle rationale Funktionen. Acta Sci. Math. 12A, 
L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedic., 1—10 (1950). 


n 


We assume throughout that F(z) = f(2)/9 (2), (where f(z) = P> ar 2" k, g(z) = p> DE 
k=0 k=0 

ya (2 — ßx)), is total-real, that is, it assumes no real value off the real axis. F(z) is irre- 

ducible if f(z), 9(z) have no common zeros. The following theorems are proved: I. Let ao| + 

[do] +0, D=aybj — a,bo. Then (i) the curve f(x) — yg(x) = 0 is cut in n distinct real 

points by y= c for each real c. F(z) therefore assumes each real value at n different points; 


59 n Br n 
(i) IE d,&0, then F(z) = - FI, DEI, BIB=- DB Be 
0 k k=1 


a Bl‘ 


Br 


) 
= — Ph 


n—1l 
ifd,=0, then F(z) = A,2 +4 m A,=D(=ab,), DBr<0; (ii) EI@e)E0, 
then D(z) SF (2)) >00: (iv) IE A and u (#2) are real, the A- and u-points of F(2) separate one 
another; (v) If Aand (+0) are arbitrary realnumbers, all the zeros of (2) =?) (A+iu) g(2) 
lie on that side of the real axis for which D u $(z)>0. (vi) Every rational function with one of 
these properties is total-real. (References are given to analogous theorems on real poly- 
nomials and on integral functions of certain classes.) [Definition. F(z) is of positive (nega- 
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_ tive) kind if D>(<)0.) II. (i) H a, ß, y,ö are real with A= a5 — By=0, then F,(2) = 

laF(2) + B/YF(@) + 6] and AF(z) are total-real rational functions with characteristic 

BD A DEN) Ep 0,6 1,95... m, and.it the Ar), K=1,2,..,m, are total-real 

rational functions of the same kind, so is (ze) = B> Pr Fr(2). The iterated functions 
k=1 


Fr;(2) = FrlF;(@)] (k=1,2,..,m;j=1,2,...,m) are total-real rational functions of po- 
sitive kind. (iii) If all the zeros of the polynomial P(z) of degree m are real, then F(z), 


Ple)= 2% u Po) 2 bs P®(z), Fr(2) = f®(z)/g®(z) are total-real ofthesame kind, and 
k=0 k=0 


Rr(2) = PHtV)/P®(z),k=0,1,...,m — 1, are total-real of negative kind. III. If F(z) is o! 
negative kind and if P(z) is a polynomial having real coefficients only, then S(2)=P(z) f(2)+ 
P’(z) 9(2) has at least as many real zeros as P(z) has. [Detinition. K(a,6;y), O<y<z, 
denotes the region over which the segment (a, b) subtends an angle > y]. V. If F(z) assumes 
equal values at a and b (>.a) on the real axis, then it takes every value in K(a, b; n/n). 
If the interior of K(a, b; z/n) contains no Zy-point of F(z), then its boundary contains every 
Z,-point of F(2). IE Cis an arbitrary real number, d the least distance between two O-points 
ot F(z), and if n>1, then F(z) assumes every value in the strip of width 3dcot (n/2n) 
containing the real axis as bisecting line. VII. If A, B, B’ are real and D=BB’, then the 
zeros of P(z) = {f(z) — A}? + B? g?(z) lie in |$(2)| s |. 3’|. Two further results, on the shape 
of corresponding regions mapped by the conformal transformation Z=f(z) and on the fixed 
points of this transformation, are also given. N. A. Bowen. 

„* Pokornyj, V.V.: Über einige hinreichende Schlichtheitsbedingungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 743—746 (1951) [Russisch]. 

The author follows Z. Nehari (this Zbl. 35, 51) in reducing the univalence 
(Schlichtheit) of f(z) in a region G@ to the condition that no solution of &’ + 
p(z)ö = 0, where p(2) = 3{f(z), 2} = %(f’’/f/’ — +(f’’/f)?, should have more than 
one zero in @. He investigates this condition differently, applying what seem to 
be Sturmian arguments to the integro-differential equation satisfied by n = |£|. 
There are five lemmas given without proof; Lemma 1 appears to the reviewer 
incorrectly stated. Of the six theorems four give conditions for univalence de- 
pending on the behaviour of | Bas |p(2)|. Z. Nehari’s two sufficient conditions of 

2z—2,|=r 


univalence in the unit circle (loc. cit. Theorems I and II) are said to be included 
as special cases. F.V. Atkinson. 


Krzywoblocki, M. Z.: A local maximum property of the fourth coefficient 
of schlicht funetions. Duke math. J. 14, 109—128 (1947). 

Im Zusammenhang mit Löwner (Math. Ann. 89, 103—121 (1923)] wird 
für die dort eingeführte Klasse von Schlitzabbildungen 2 +5,22? +--- zu 
k(t) =expi[la, + a(t)] mit bekannten Integralausdrücken für die Koeffizienten 
dn = b„(t) gezeigt, daß bei reellen &, = const und genügend kleinen «a(£) der 
vierte Koeffizient |b,| < 4 bleibt. z(1 — €”? z)-? gibt b, = 4 im Sinne eines lokalen 
Maximums. — Der Beweis berührt sich mit Arbeiten von Kenzo Joh (dies. 
Zbl. 22, 151; vgl. auch dies. Zbl. 26, 217; es wurden dabei Zweifel erhoben) 
und Schaeffer-Spencer (dies. Zbl. 36, 189). Die Löwnerschen Integral- 
ausdrücke werden nach längeren Umformungen in mehrere Glieder aufgespalten 
und diese sehr sorgfältig ins Einzelne abgeschätzt. Algebraische Gleichungen 
führen dann auf eine numerische Schranke für |&(t)|, die durch Verfeinerung 
der Beweistechnik noch gesenkt werden könnte. Sie bedeutet eine hinreichende 
Bedingung für die Anwendbarkeit der Methode — also für die Sicherung, wie 
weit |b,| < 4 gilt. (Indes ist |db,|<4 von Garabedian und Schiffer allgemein 
bestätigt, lt. Bekanntgabe auf dem Kongreß in Amsterdam.) E. Ullrich. 

Chazalija, @. Ja.: Über einige Bedeekungssätze für reguläre Funktionen in 
zweifach zusammenhängenden Gebieten. Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 245—255 
und grusin. Zusammenfassg. 256 (1951) [Russisch]. 

Für normierte schlichte Abbildungen w=f(z2) =2-+--- des Einheits- 
kreises kennt man eine Reihe von Bedeckungsaussagen wie: Der Flächeninhalt 
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der Riemannschen Bildfläche — aber auch schon der ihrer Projektion in die 
w-Ebene — und schließlich der Inhalt des Sterns jeder Funktion obiger Schar — 
sie alle sind >. Aussagen solcher Art, insbesondere der letzte Satz, von Go- 
luzin, werden sinngemäß auf schlichte Abbildungen von Ringgebieten 1 =, | | SR 
übertragen; dazu wird in naheliegender Weise eine Normierung eingeführt, 
sowie der Begriff des Sterns dem zweifachen Zusammenhang angepaßt. So wird 
eine Abbildungsschar (2) angegeben, für die sich die Längen der äußeren 
Bildränder und Flächeninhalte der Sterne nach unten schätzen lassen durch die 
entsprechenden Werte bei der identischen Abbildung. E. Ullrich. 

& Fuks, B. A.: Die nichteuklidische Geometrie in der Theorie der ‚konformen 
und pseudokonformen Abbildungen. (Die Lobatevskische Geometrie und die 
Entwicklung ihrer Ideen. Bd. V.) Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch- 
theoretische Literatur 1951. 148 S. R. 5,20 [Russisch]. 

In dieser hübschen Monographie werden die Kernpunkte dargestellt, an denen die 
nichteuklidische Geometrie grundsätzlich zum Verständnis funktionentheoretischer Zusammen- 
hänge beizutragen vermag. Als Ausgangspunkt wird die Existenz eines vollständigen ortho- 
normierten Funktionensystems zu einem jeden einfach zusammenhängenden Gebiet gewählt, 
bei Integration über die Fläche; über die Kernfunktion kommt man zur invarianten Metrik 
und von da zu Majorierungsaussagen bei eingebetteten Gebieten. Darauf werden die Grund- 
tatsachen der Lobatschewskyschen Geometrie entwickelt und an der Geometrie im Einheits- 
kreis beleuchtet; die Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen wird behandelt. Zuletzt werden 
die Verallgemeinerungen des Schwarzschen Lemmas erörtert und zu Randaussagen heran- 
gezogen. Der V. Abschnitt des Buches gilt Verallgemeinerungen auf pseudokonforme Ab- 
bildungen; er skizziert die Übertragung der Aussagen für den Fall von mehreren Veränder- 
lichen: dabei gilt das Interesse Gebieten, wo die invariante Geometrie konstante negative 
Krümmung zeigt, so daß eine mehrdimensionale Lobatschewskysche Geometrie verwirklicht 
wird, oder wo sie in ihren Eigenschaften diesem Falle nahe bleibt. (Vgl. auch Hadamard, 
dies. Zbl. 45, 363.) E. Ullrich. 

Kubo, Tadao: On ceonformal mapping of multiply-conneeted domains. Mem. 
Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 211—223 (1951). 

Verf. gibt einen potentialtheoretischen Beweis für die Existenz sowie eine 
Einzigkeitsbebauptung einer analytischen Funktion, die ein vorgegebenes endlich- 
vielfach zusammenhängendes Jordangebiet auf ein vertikales mit Parallel- 
schlitzen versehenes Band schlicht abbildet. Eine explizite Erläuterung wird 
durch ein Beispiel eines konzentrischen Kreisringes geliefert. Im zweifach zu- 
sammenhängenden Falle werden ferner eine Abschätzung über die Lage des 
Bildschlitzes sowie die Monotonität des reellen Teils der Abbildungsfunktion 
über Gebietserweiterung hergeleitet. Y. Komatu. 

Lammel, Ernesto: Das Analogon des Riemannschen Abbildungssatzes in der 
Theorie der Funktionen, die der Gleichung (0°/8x? — 0?/oy?) U(x,y)=0 ent- 
sprechen. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 8, 49—69 (1951). 


K. Faber (questo Zbl. %7, 66) ha considerato certe funzioni che hanno con l’equazione 
(1) 92u/0x: — O%u/dy? = 0 une relazione analoga a quella che le ordinarie funzioni analitiche 
hanno con l’equazione O2u/d2? + O?u/dy? = 0. Per fare ciö, egli considera, in luogo del campo 
dei numeri complessi ordinari, un’algebra (che non & pero un campo), costituita dagli ele- 
menti +7 %, con x, y numeri variabili nel campo reale, ej?—= +] (e, naturalmente, l’ele- 
mento j indipendente linearmente dal modulo 1). Se u + jv & funzione di x + j y, le condi- 
zioni necessarie e sufficienti per la differenziabilitä risultano u; = vJ, u, = v;; esse sono le 
analoghe delle condizioni di monogeneitä; segue da esse che u e v soddisfano appunto al- 
’equazione (1) (sotto le ipotesi occorrenti). E. Lammel, nella Memoria qui recensita, dä, 
per queste funzioni, un teorema che & l’analogo di quello di Riemann che stabilisce la rappre- 
sentabilita conforme di un campo piano semplicemente connesso sull’interno di un circolo; 
si ottiene qui invece la rappresentazione di un arco di curva di Jordan su un arco di iperbole 
equilatera. L’A. da anche una proprietä analoga al „‚Verzerrungssatz‘“ di Koebe. F. Öecioni. 


Krejn, M. 6.: Zur Theorie der ganzen Matrixfunktionen vom Exponential- 
typus. Ukrain. mat. Zurn. 3, 164—173 (1951) [Russisch]. 

Let n be an arbitrary natural number. For an nx n complex matrix 4, 
let || A || be the norm of A, regarded as defining a linear transformation in complex 
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n-space. Let F(z) = {fjx(2)}}x-ı be a matrix function defined for all complex 


numbers 2, such that each component A is an entire function. Supne Yu, 


ae ne ze DS 


1 2—0R” 


for some integer P>0, we have F!(2)—= 
Be the a, are real numbers, the O’s ua: A’sare nxn complex N and 


De m bellfonli 
al zoo I? 
Applications of this theorem are made to a ach of matrices of monodromy of 
certain classes of systems of differential equations. See also earlier communi- 
cations of the author (this Zbl. 41, 56; 44, 90). E. Hewitt. 

Garabedian, P. R.: A new formalism for funetions of several complex variables. 
J. Analyse math. 1, 59—-80 (1951). 

Dans l’espace & % dimensions complexes, dont les points sont not6s 
-e(d,..,%,h=lh,::.,%), ete.”., soient D un domaine limit6 par une 
hypersurface reguliere CO, 2; = x; + i y;, do l’el&ment d’aire de C', &; une fonction 
definie sur C telle que 2?0;do = dz, ]] dx, dyı. Le travail ne pretend &tre que 


<ooand I tog+| Rt (@)| (1 +22) de < oo. 


15 
l’ebauche d’une nouvelle theorie, aussi les resultats ne sont-ils pas strietement 
justifies; les prineipaux sont: 1) une relation entre la fonction noyau k(z, t) de 
D et les solutions du syst&me 92u/82,0237=0 (=1,...,&k), qui generalise 


4) 
l’&quation de Laplace: pour une solution de ce syst&me, les conditions 3) & u; = 0 


I 
sur letw+ An. (21 — 2 |2; — t;2)-* regulier au point t determinent de 


facon unique = ee qui aut k(z,t); 2) une d&ecomposition orthogonale de 

l’espace L? des fonctions definies sur C': les valeurs sur C des fonctions holo- 

morphes sur Det continues sur D + C d’une part, les % o. (U harmonique 
; ; 


sur D) d’autre part, engendrent dans L? deux varietes lin&aires ferm6es ortho- 
gonales et compl&mentaires. M. Herve. 
Peschl, E. und €. Müller: Zur Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas 
auf mehrere Dimensionen. Proc. Cambridge philos. Soc. 36, 396—405 (1950). 
Die bekannte Aussage des Schwarzschen Lemmas: |f(z)!< |z| kann so ge- 
deutet werden, daß jede innere Abbildung des Einheitskreises mit Fixpunkt 0 
auch innere Abbildung jedes konzentrischen Kreises |2|< |o|l < 1 ist. Verff. ent- 
wickeln Begriffe und Methoden, die die Übertragung dieser Resultate auf den 
Raum von mehreren komplexen Veränderlichen ermöglichen. Für endliche Kreis- 
körper wird die vollständige Analogie zum Schwarzschen Lemma durchgeführt. 
Insbesondere wird bewiesen: Es sei fl ein (in naheliegender Weise normierter) 
endlicher und regulärer Kreiskörper. © = ® (x, y); y = (x, y) sei eine innere 
nullpunkttreue Abbildung von fl. D (x, y) und Y(z, y) seien in üblicher Weise in 
$ nach homogenen Polynomen entwickelt. Q1x(%, y) und Qax(%, Y) seien die ersten 
_ homogenen Polynome von ®(x, y) und Y(x, y). Dann ist auch ©’ = Qın(®, %), 
y =@Qon(*, y) eine innere Abbildung von $. H. Behnke. 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


e Hadamard, J.: Die niehteuklidische Geometrie in der Theorie der auto- 
morphen Funktionen. (Die Lobatevskische Geometrie und die Entwicklung 
ihrer Ideen. Bd. VI.) Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische 
Literatur 1951. 132 S. R. 4,95 [Russisch]. 

Hadamard hatte diese Schrift in den Zwanzigerjahren anläßlich der Vorbereitungen 
zu einer Lobatschewsky-Ausgabe geschrieben. Sie wurde übersetzt und ergänzend redigiert 
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(Vasiliev, Fuks). Sie gibt einen Überblick, ohne ausgeführte Beweise, wie die nichteukli- 
dische Geometrie in die Theorie der automorphen Funktionen hereinspielt und wie sie beim 
Aufbau zur Geltung gebracht werden kann. Natürlich setzt eine solche Darstellung die Kennt- 
nis des Gegenstandes schon voraus; der damit Vertraute wird den Worten Hadamards mit 
Aufmerksamkeit und Gewinn folgen. — Das in dies. Zbl. 45, 362 besprochene Buch von Fuks 
ist z. T. als Einführung zu Hadamards Darstellung gedacht. — Inhalt: 1. Die Gruppe der | 
Bewegungen in der Lobatschewskyschen Ebene und ihre eigentlich diskontiuierlichen Unter- 
gruppen. 2. Diskontinuierliche Gruppen in den drei Geometrien. Fuchssche Gruppen. 
3. Fuchssche Funktionen. 4. Kleinsche Gruppen und Funktionen. 5. Algebraische Funktionen » 
und lineare Differentialgleichunegn mit algebraischen Koeffizienten. 6. Fuchssche Gruppen | 
und Geodätische Linien. E. Ullrich. 


Tsuji, Masatsugu: Some metrieal theorems on Fuchsian groups. Ködai math. 
Sem. Reports 1950, 89—93 (1950). 
Sei @ eine Gruppe von linearen Transformationen 8, (2), welche |2| <1 invariant lassen, 
und D,ihr Fundamentalbereich, der z= 0 enthält und von orthogonalen Kreisen des Ein- 
heitskreises begrenzt wird. Sei 0<o<1l und D,(o) die Summe derjenigen Teile von D,, 
welche inl1—0e<|2| <1 liegen und Randpunkte auf |z| = 1 besitzen. Es seien weiter 2,, 


D,„und D,(o) die durch S,(z) erhaltenen Bilder von 2, = 0, D, bzw. D,(o). Sei A(o) = 2 D,(o) 

und E(e) die auf |z| = 1 liegende Randpunktmenge von A(e). Dann ist mE(o) = 2” oder 

= (0, je nachdem B> (1 — ||) <& oder = © ist. Der Satz wird auf Riemannsche Flächen F 
n=0 


angewandt: Bei der Abbildung von F auf |z| < 1 werde der ideale Rand von Fin E auf |2|=1 
übergeführt; dann ist mE = 2x oder = 0, je nachdem auf F eine Greensche Funktion existiert 
oder nicht. Ist Fe im letzteren Fall ein zusammenhängendes Stück von F auf K: |w — a| <o, 
so bedeckt F, jeden Punkt von K mit Ausnahme einer Menge von logarithmischer Kapazität 
Null. Dieser Satz verallgemeinert ein Resultat von P. J. Myrberg (dies. Zbl. %, 163). 
V. Paatero. 
Tamura, Jirö: Analytie representations of arbitrary automorphie functions. I. 
Sci. Papers College general Educ. Univ. Tokyo 1, 11—14 (1951). | 
Let I' be a Fuchsian group with the unit circle as prineipal eircle. Let f(z) 
be a meromorphic function which is automorphic with respect to I‘. The author | 
proves that f(z) can be developed in terms of the Poincar& series O%,(z) = 


d : & 
> 9 (2)? (e" provided the fundamental region of J'has no vertices on the 
ER BE 


unit circle. The result is stated in a more general form but the last assumption 
about the fundamental region is essential in the proof. I. 8. Gal. 


Bohr, Harald: On the definition of almost periodieity. J. Analyse math. 1, 
11—27 (1951). 

Let p(l) be a positive function of a positive variable /. A continuous complex function 
f(z) of a real variable x is said to belong to the class C', if for every &>0 the set of e-trans- 


lation numbers of f(x) contains a sequence t, with inf|i,— | >0 and lim = >0, where 
rs I>o 9 
Mı denotes the maximal number of elements t, in any interval of the length Z. Functions @ 


with g(l)/} > © for 1 oo have no interest, since then C', is empty. If 0 < lim Kal <oo 
1> © 

the class C, is obviously the same as that obtained when choosing p(l) = 1, and it follows 

from a theorem of the reviewer that in this case CO, is identical with the class of the ordinary 

almost periodic functions. The result of Bohr’s paper is that this characterization of the 

class of a. p. functionsisin a certain sense the one which demands as little as possible; in fact, 


\ l 
Bohr shows that when lim NUR 0 the class CO, contains functions which are not a. p., and 
Io 
that moreover Ü', is not invariant with respect to addition. E. Folner. 


Maak, Wilhelm: Fastperiodische invariante Vektormoduln in einem metri- 
schen Vektorraum. Math. Ann. 122, 157—166 (1950). 

The results of this paper have previously been announced (this Zbl. 37, 339). 
The main result that the axiom IV of Weyl’s paper (this Zbl. 32, 30) is super- 
fHuous has been proved independently by the author and Kawada (this Zbl. 41, 
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414). Their approaches to Weyl’s theory are similar in principle. They start with 
__proving the approximation theorem by help of the axioms I and III [III without 
the inequality (1.3)], using to this effect the theory of vector-valued almost 
periodie functions, and next, by adding axiom II [and the inequality (1.3)] they 


deduce the Parseval formula and associated theorems by help of the approxi- 
mation theorem. E. Folner. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


e Titt, E.W.: Linear differential equations, ordinary and partial. Part I. Ordinary 
equations. Austin: Mathematics Research and Publishing Company 1951. VII, 
222 p.; 3,00 dollars. 

® Gask, H.: Gewöhnliche Differentialgleichungen. (Lunds matematiska säll- 
skaps kompendier Nr. 3.) Lund: 1951. 35 8.; 8,00 Kr. [Schwedisch]. 

Inhalt: Differentialgleichungen 1. Ordnung; lineare Differentialgleichungen 


mit konstanten Koeffizienten; Existenz- und Eindeutigkeitssätze. — Viele 
eingestreute Beispiele. Am Schluß Ubungsmaterial mit Antworten. 
H. L. Schmid. 


„* Hukuhara, Masuo: Über einen singulären Punkt der gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 9—21 (1949) 
[Esperanto]. 

Es wird eine Methode am Beispiel der Differentialgleichung (1) a” +! y/, ir fx, y)y (m>0, 
ganz) dargestellt, welche den Ba von Tychonoff, dies. Zbl. 12, 308 heranzieht 
und der Gewinnung einer Lösung von (1) in der Umgebung der Stelle 2 = 0, y = 0 dient. 
Genauer handelt es sich um den Beweis des Satzes: Sei = rei, f(x, y) ei die in 


a <Pd<Pp, O<r<ö, |Yy| <ö, gleichmäßig konvergente Entwicklung > ay(%) y”. Die 
(2) sindin/=[a <9<P,0<r<ö,] reguläre Funkti aan welche fürr— o lefchmaßigi in 


(2) a <0d < P die asymptotische Entwicklung «a, ( „2 Amn %” (Ayo = 0) besitzen, wobei das 
0 


Intervall (2) in — 2/2 +e<md — argay < a — £, e> (0, enthalten ist. Sei A(z) = 
ao +: + Am?” und A(z) = : (A(&) — Amy &”) am—ldx. Dann lassen sich in J reguläre 
Funktionen g,(x), welche für n>0 analoge Eigenschaften wie diea„(x) besitzen,n=1,2,..., 


so bestimmen, daß (3) y = BE Pn(&) (CO am eAD)r, (CO — const.)in einer passenden Umgebung 
n=1 


der Stelle x = 0 gleichmäßig konvergiert und (1) erfüllt. — Beim Beweis wird die Differen- 

hung Ray — DR) JE g(2) mit regulärem p und g zunächst untersucht. Damit 

(3) (1) formal erfüllt, müssen nämlich die 9„(%) einer Gleichung dieser Form genügen. Um 

zu zeigen, daß (3) tatsächlich (1) löst, wird dann der erwähnte ara eh 
. Schmetterer 


Terraeini, Alejandro: Geometrische Charakterisierung der Gleichung (G), die 
einer Differentialgleichung vom Typus (F) untergeordnet ist. Univ. nac. Tucuman, 
Pac. Ci. exae;. Technol., Rev., Ser. 261 (1948) [Spanisch]. 

By a differential en of type (F) is meant an equation of the form 
y' =F(x,y,y) +@(z,y,y)y' + H(x,y, y') y'*. In partieular, ffF=0, 

the equation is said to be of type (G). If an equation of type (F) and an equation 
of type (G) involve the same functions @ and H, the second equation is said to 
be subordinate to the first. The author has previously given geometrical charac- 
terizations of the families of curves defined by equations of types (F) and (G), 
interpreting the variables x, y as nonhomogeneous Cartesian coordinates in a 
projective plane [Univ. nac. Tucumän, Fac. Ci. exact. Technol., Rev., Ser. A 2, 
245—329 (1941), 3, 195—234 (1942)]. In the present paper he gives a chara oteri- 
zation of the family of eurves defined by an equation of type (G@) that is subordi- 
nate to an equation of type (F) in terms of the characterization of the family of 
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curves defined by the latter equation. In the latter part of the paper, he gives 


a new geometrical discussion of these equations, in which the variables x, y are 
interpreted as certain coordinates upon a surface of Veronese in a five-dimen- 
sional projective space. L. A. MacColl (R.). 


Hartman, Philip: On linear second order differential equations with small | 


coeffieients. Amer. J. Math. 73, 955—962 (1951). | & 
In (*) x’ + f(t) <= 0, f(t) is assumed to be continuous and F(t) = [is ds 
t 


t oo 
to exist for large it (>=T). Let G(a) = Sexp(a [ F(s)ds) dt. Generalizing earlier 
vi © 


results of Wintner the author proves I. I @(a) <oo,a= —4 then (*) is oscilla- 


tory. The assertion is false for a < — 4. III. If G(a)= 0, a= 4/3 and (*) isnon- | 


oo 


oscillatory, then (*) has no solution with [ x: de <®. The statement is false 
T 


for a <4/3. — Further results are proved, e.g. II if 2’+4F?2=0 is non- 
oscillatory then (*) is also. For the proofs earlier results of the author and of 
Wintner are applied. @G. Borg. 


Levinson, Norman: The inverse Sturm-Liouville problem. Mat. Tidsskr. B 
1949, 25—30 (1949). 

In this paper the author proves in a simple way theorems concerning the 
determination of the function P(z) of (*) y’ +(1— P(x))y=0,0<x<nı, 
from the speetrum of (*) together with Sturm-Liouville end conditions. One 
result is: f P(r — x) = P(x), then P(x) is uniquely determined by the spectrum 
of (*) together with end conditions %(0) cos& + y’(0) sing = 0, y(r) cosa — 
y' (x) sin& = 0. — For the proof the method of contour integration in the complex 
/-plane is applied. @G. Borg. 


Wolfson, Kenneth, G.: On the speetrum of a boundary value problem with 
two singular endpoints. Amer. J. Math. 72, 713—719 (1950). 

In ld) Ax-L(.a)=(pe) +(q+/)2=0 sei p(t)>0, g(t) reell für 
— oo <t<o0, und es liege für {= — 00 und + oo der Grenzpunktfall vor. 
Der selbstadjungierte Operator L(z) ist definiert für Funktionen z(t), für die z 
und 9 2’ absolut stetig sind. Es sei $ das Spektrum von L und 8’ die Ableitung 
von 8. Nimmt man zu (l) etwa noch x(0) = 0 hinzu, so erhält man für (—00o, 0) 
und für (0,00) je ein Spektrum mit den Ableitungen 8, bzw. S*. Ist 8? das 
Spektrum von (1) kei z(a)=x(b)=0 mit — oo <a<b<oo, ist ferner 
N(a,b,A,,A,) für A, <A, die Zahl der Punkte von SB in (A,,A,) und setzt 
man n(A,,A,) = lim inf N(a, 5, A,,4,) füra — —00,b—> - 00, so gilt: 1) Not- 
wendig und hinreichend dafür, daß A = A, zu S gehört, ist n(A, —&, 4, +e)21 
für jedes e> 0. 2) Notwendig und hinreichend dafür, daß } = }, zu S’ gehört, 
ist n(A, — &,Ag +€E) = © für jedes e>0. 3) Bein(},,A,) < oo ist n(/,,A) in 
(A, Ag) eine nicht fallende (nur ganzzahliger Werte fähige), linksseitig stetige 
Funktion; die Sprunggröße ist 1 und die etwaigen Sprungstellen gehören zum 
Punktspektrum. 4) 8’ besteht aus den Punkten von 8* und S,. L. Collatz. 


Rellich, Franz: Über Lösungen nichtlinearer Differentialgleichungen. Festschr. 
Akad. Wiss. Göttingen 1951, math.-phys. Kl., 168—174 (1951). 

Expository article reviewing preeise results concerning the author’s con- 
jeeture: nonlinear differential equations without singularities in the finite part 
of the complex plane will in general not have solutions being integral functions. 
Some applications of 2 criteria for a solution being ‚‚fortsetzbar“‘ or „nichtfort- 
setzbar“ along the real axis are given. In the case of the Duffing equationz+2x — 
42° = () with energy function > 1/4 the solutions for small t cannot be continued 
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to arbitrarily large t-values. The corresponding problem in quantum mechanics 
is shown to have a discrete spectrum with accumulation points —oo and +0. 

: @G. Borg. 
Levinson, Norman: A second order differential equation with singular solu- 

tions. Ann. of Math., II. Ser. 50, 127—153 (1949). 
Die vorliegende Arbeit schließt sich an einige Resultate von Cartwright und Little- 


wood [J. London math. Soc. 20, 180—189 (1945)] an, worin die Eigenschaften einer Fa- 
milie von Lösungen der Differentialgleichung 


+ ka -I))e +te=bdicosit (k,A,b sind Konstante, k ist groß) 
entwickelt wird. — Der Verf. untersucht die Differentialgleichung von der Form: (* Y + 
p(y) y+Yy=esint. p(Y) bedeutet ein Polynom, welches folgendermaßen konstruiert wird. 


y 
Es sei @y)=1für |y>1, und @(y)= —1 für |v| <1; ferner 9(y) - [ ©(«) dx. Es 
Ö 


sei nun A eine kleine positive Größe, und da@©(y) stetig ist, existiert ein Polynom P(Y), für 
welches |P(y) — O(y)|<4A (|y| <5) ist. Wir setzen nun p(y) = P(y)/e, wo & eine kleine 
positive Größe ist. Die Konstante c ist von der Form b/e, wo0 <b < list. Das Hauptresul- 
tat der vorliegenden Arbeit besteht in dem Beweis der Existenz einer Familie # von Lösungen 
von (*), deren Mitglieder bemerkenswerte Eigenschaften besitzen. Ist y(t) € F, so ist das Maxi- 
mum von %(t) nahe bei 3. Nimmt %(t) seinen maximalen Wert beit =t, an, so ist y annähe- 
rungsweise von der Form (3 — b)e=*t=-m — bcost für t>t,, solange y>|1 ist [o = 
(1 4 - 4e?)/2e]. Der kleinste Wert von %(t) ist näherungsweise — 3. Der Verlauf der Kurve 
y(i) ist nun folgender: y(t) fällt von seinem Maximum zu % = 1. Von hier an fällt der Funk- 
tionswert in einem fast 2” großen Intervall bis zu seinem Minimum rasch, von hier steigt 
die Kurve zu — 1, und von hier steigt sie wiederum bis zu ihrem Maximum rasch in einem 
Intervall von der Länge fast 2x. Dieser Prozeß wiederholt sich. Die Punkte, in welchen die 
Kurve %(t) zuerst nach ihrem Maximumpunkt die Gerade y = 1 schneidet, werden #-Punkte 
genannt, und die, in welchem sie die Gerade y= — 1 zuerst nach dem Minimalpunkt trifft, 
werden O-Punkte genannt. Nun wird bewiesen, daß die Abszissen der Z-Punkte in einem klei- 
nen Intervall liegen: 0 <t< 0,1 (mod 2x), und die Abszissen der O-Punkte fallen in folgende 
Bereiche: x <t<r - 0,1 (mod 2). Die E- und O-Punkte werden als O-Punkte bezeichnet. 
Die eben erwähnten Intervalle, welche O-Punkte enthalten, werden B-Intervalle genannt. 
Über die B-Intervalle beweist Verf. folgenden Satz: Es gibt zu der betrachteten Differential- 
gleichung eine natürliche Zahl n, so daß, wenn wir eine beliebige Folge {dx} betrachten, 
welche nur die Werte (2n — 1)rx und (2% + 1)x annimmt, immer eine Lösung y(t) von 
(*) existiert, welche zur Familie # gehört und deren nacheinanderfolgende B-Intervalle 
den Abstand d(k = 1,2,...) haben. — Es sei noch erwähnt, daß die Familie # auch eine an- 
dere bemerkungswerte Eigenschaft besitzt. Es sei P,(Y,, v,) ein Punkt der (%, v)-Ebene und 
y(t)€F eine solche Lösung von (*), welche den Bedingungen %(t,) = Yo, Y(to) = v, genügt. 
Ist 4, = Y(t, + 2) und v, = Y%(ty + 2), so kann der beschriebene Prozeß als eine Trans- 
formation T' aufgefaßt werden, welche den Punkt P,(Y,, ®%,) in den Punkt P,(Y,, v,) überführt. 
Die Transformation 7 ist eine analytische, ebenso ihre Inverse. — Wird sie nun iteriert bezüg- 
lich aller Punkte der (%, v)-Ebene, welche im Endlichen liegen, so konvergieren die Punkte 
T„P alle gegen eine abgeschlossene zusammenhängende Punktmenge K,. Die Menge K, zer- 
legt die (Y, v)-Ebene in zwei Teile, in einen ‚‚inneren“ und in einen „äußeren“. Doch ist X, 
keine Jordan-Kurve, sondern sie besitzt ganz eigentümliche, singuläre Eigenschaften. Ahn- 
liche ‚Kurven‘ wurden von Birkhoff (dies. Zbl. 5, 220) undM. Charpentier (dies. Zbl. 11, 
177) gefunden. Die Punkte der Birkhoff- und Charpentierschen ‚‚Kurven‘ sind die invarianten 
Punkte einer analytischen Transformation, welche die Ebene in sich abbildet (ebenso wie 
bei der eben besprochenen Transformation T). Die Frage, ob eine analytische, durch eine 
Differentialgleichung definierte Transformation existiert, welche eine Birkhoff-Charpen- 
tiersche ‚„‚Kurve“ liefert, war bisher offen geblieben. St. Fenyö. 
Gottlieb, Morris J.: Oseillation theorems for self-adjoint boundary value 
problems. Duke math. J. 15, 1073—1091 (1948). 

Die Randwertaufgabe d(R(x,/) y)/de+ P(x,))y=0 inasx=b mit den Rand- 
bedingungen ay +ba =. pytdhe, BKyıtba=, pt do (mit Ya = y(a), 
entsprechend %, Zu, 2,2 —= R(x, 4) y' ‚es seien R, P, 9. R/Ox stetig in x und } und R(x, 7) >0 
für reelles A) sei selbstadjungiert (d.h. die Matrix der a;, b; hat Rang 2 und det/a;, b;| = 
det|c;,d;|). Das Ziel der Arbeit ist die Herleitung der Oszillationssätze für allgemeinere 
Fälle als bisher. Die Randwertaufgaben werden in drei Klassen A, B, © eingeteilt, je nachdem 

“ die Matrix (b;,d;) den Rang 0, 1 oder 2 hat; Klasse A ist der klassische Fall der Randbedin- 
gungen y = % = 0. Es wird eine zugehörige Variationsaufgabe mit dem Funktional J[y, 7] = 
B 


,.4(8, ))+ S2o1y, y)dx eingeführt [!» = Ry’” — Py? und g(s, A) wird für die einzelnen 


[= 
E 
17:4 
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Klassen A, B, © angegeben]. J wird als positiv definit in y und für genügend große negative 4, 
ferner mit Amonoton abnehmend und q als nicht wachsend mit A angenommen. Es werden | 
der Index i(A) als Dimensionszahl des linearen Raumes von Extremalen y mit negativ defi- | 
nitem J, ferner ein erweiterter Index (augmented Index, entsprechend mit J<O0), eine 
Nullität n(/) (Zahl der linear unabhängigen charakteristischen Extremalen), eine gewisse 
quadratische Form als Indexform und Konkavitätsformen eingeführt. Die Theorie von 
M.Morse (The Calculus of Variations in the Large, New York 1934, dies Zbl. 11, 28) und die 
der konjugierten Punkte und Fokalpunkte in der Variationsrechnung wird angewendet, um | 
Beziehungen zwischen dem Index der Indexform und dem des Funktionals herzuleiten und 
die Anzahlen der konjugierten Punkte und der Fokalpunkte aufzustellen. Die Anzahl der | 
charakteristischen Wurzeln einer Randwertaufgabe, die kleiner als /* sind, ist gleich s(2*). 
Die Theorie wird außer auf den klassischen Fall A auch auf die Fälle B und C angewendet; 
z.B. ist bei Problem C die Zahl der charakteristischen Wurzeln, die kleiner als /* sind 
(7* sei dabei nicht Wurzel des Problems A) gleich der Anzahl der konjugierten Punkte, 
vermehrt um die „Ordnung der Konkavität von B bezüglich A“; diese Ordnung wird als 
Index einer gewissen quadratischen Form definiert, und mit Hilfe der Ordnung der Kon- 
kavität von Ö bezüglich eines ‚‚Unterproblems‘‘ B® bzw. B® können entsprechende Aussagen | 
für das Problem C gemacht werden. L. Collatz. 


Tartakovskij, V. A.: Explizite Formeln zur Lösung von Systemen gewöhn- 
licher Differentialgleichungen. Ukrain. mat. Zurn. 3, 128—160 (1951) [Russisch]. 

L’A. pose le probleme d’affranchir la d&monstration, de l’existence de l’inte- 
grale d’un systeme autonome d’equations differentielles ordinaires, des fonctions | 
majorantes, en formant le d&veloppement de l’integrale cherchee par un calcul | 
immediat. L’idee est feconde. Or sa r&alisation est fort compliquee. L’A. expose 
sa demonstration sur 32 pages des calculs encombrants. N. Saltykow. 


LaSalle, J.: Uniqueness theorems and suecessive approximations. Ann. ofMath., 
II. Ser. 50, 722—730 (1949). 

Dato un sistema di equazioni differenziali (1) % = fi (8, %1> %2>.. -»Yı) Ü=1,2,...,%), 
e supposto chele fi(&, %,, Ya; - - -» Yn) siano continue, non & detto che applicando il metodo delle 
approssimazioni successive si ottenga una successione di funzioni, che converga ad una solu- 
zione, e ciö anche in casi, in cui il sistema di soluzioni del sistema (1), che assumono valori 
assegnati in un punto assegnato, & unico. Nel presente lavoro si considerano due casi, (cfr. 
Teorema2 e Teorema 5), nei quali il metodo delle approssimazioni successive fornisce una 
successione di funzioni che convergono ad una soluzione; l’intervallo di convergenza & lo 
stesso di quello, che si ottiene nel caso classico, nel quale le fi(®, %,, Y5, -..» Yn) sono lipschitz- 


n 
iane nelle %,, Ya». .» %n. Il Teorema 3 fornisce una maggiorazione della D|lyi (®) -y” (&)|; 
i=1 


dove Y (x), Ye (x) = 1,2,...,n%)sono due sistemi diintegrali del sistema (1), che assumono 


gli stessi valori in un punto dato; il Teorema 4 dä un criterio di unicitä, che comprendei | 
eriteri di Osgood, Montele Nagumo. M. Cinquini-Cibrario. 
Peyoviteh, T.: Equations diff6rentielles biologiques. Bull. Soc. Math. Phys. 
Serbie 2, Nr. 3/4, 9—19 und französ. Zusammenfassg. 19—21 (1950) [Serbisch]. 
Verf. untersucht das folgende bei biologischen Problemen auftretende ! 


N 
System von Differentialgleichungen — N (& — Il 2.) se = 1,2, | 
k=1 
(vgl. V. Volterra, Legons sur la theorie mathematique de la lutte pour la vie, 
Paris 1931, dies. Zbl. 2, 42). Er beweist die Existenz von Lösungen dieses Systems 
für >, > 0 und beschreibt das Verhalten der Lösungen für t— oo. Der Be- 
weis stützt sich auf die klassische Methode der schrittweisen Näherungen. Verf. | 
zeigt, daß das genannte System unter gewissen Voraussetzungen ein System 
von Lösungen besitzt, so daß jede der Lösungsfunktionen für t—> oo einem Grenz- . 
wert zustrebt, diese Lösungen aber instabil sind. W. Quade. 


Hukuhara, Masuo: Über die Entwicklung der Lösung einer Differential- 


gleichung in der Umgebung eines singulären Punktes. Mem. Fac. Sei. Kyüsyü 
Univ., Ser. A 4, 1—7 (1949) [Esperanto]. 


Hz; Yı» Y2)» 9(%, Yı, Y5) seien regulär in der Umgebung von x = Yı = Y%=% 
und es sei f(0,0,0)=«a=# 0, 9(0,0,0)=b = 0. Betrachtet wird das System 
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von Differentialgleichungen xyı = yP*! y3 f(x, y,, 9%), zy = yryrtig(z,y,,Y); 
m,n>0 ganz, und gesucht werden (formale) Lösungen der Gestalt yı = 
” (1 22 „2 Pi u u), !=1,2, wobei die v,(z) durch Quadraturen lösbaren 


BD enlialeleichimgen genügen. Es ergeben sich verschiedene Fälle, je nach- 
dem a/b rational oder irrational ist. L. Schmetierer. 


Hukuhara, Masuo: Sur un systeme de deux &quations differentielles ordi- 
naires non lindaires ä coeffieients reels. J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. I 6, 
295—317 (1951). 

The equations dajdt = P(x,y), dy/Jd =Q(x,y) are considered, where 
P(xz,yJ) =ax+by+*--andQ(«, y) =ct+dy-+ :--arereal functions and 


the latent roots of the matrix ( ) are purely imaginary. By writingz=xz-+iy 


the two equations are fused into the single equation dz/dt = f(z,2). It is shown 


that, by transformations of the form w= $% a,2’%, the equation can be 
r,s=1 
reduced of the following three canonical forms. (1) de/dt =iz, 


(2) d2/dt = iz[l + d(z2)"], (3) de/dt = 2 (i + a(22)” + c(22)?”" + 5 b,(z2) 
.e vi 


A given equation may be reduced to its canonical form by a variety of trans- 
formations, but the final result is independent of the route followed. 
W. W. Sawyer. 

Leimanis, Eugene: The application of infinitesimal transformations to the 
integration of differential equations of exterior ballisties by quadratures. Proc. 
II. Canadian math. Congr. Vancouver 1949, 206—217 (1951). 

Die Differentialgleichungen für die Bewegung eines als Massenpunkt ge- 
deuteten Geschosses lassen sich schreiben (*) p = Dov/|v| + g, dabei ist D eine 
Funktion D(y,v, T(y)) mit y= Höhe, v=|b| und T(y) = Temperatur in 
Höhe y. Verf. bestimmt durch infinitesimale Transformationen solche Funk- 

tionen D, für die das System (*) durch Quadraturen lösbar ist. Sämtliche Funk- 
‚ tionen D(v) dieser Art, die nur von v abhängen, hat schon J. Drach [Ann. sci. 
Ecole norm. sup., III. Ser. 37, 1—94 (1920)] bestimmt. W. Haack. 

Germay, R. H.: Remarque sur les integrales infiniment voisines des equations 
differentielles de forme normale dependant d’un parametre variable. Bull. Soc. 
Roy. Sci. Liege 20, 392—399 (1951). 

On considere, pour fixer les idees, un systeme de trois equations differen- 
Bielles (1) de/dt = o(t, x, y,2, 4), dyldt=wilt, ©, y,2, 2), dldi= x(t,x,y,2,4), 
p,%,x etant des fonctions developpables en series entieres de &, y, 2, / au voi- 
 sinage des valeuss = y=z2z=%=0 avec les coefficients foncetions continues 
' de t dans l’intervalle (0, i,), le terme libre etant nul. Les integrales nulles pour 
t=0 sont, d’apres un theor&eme de Poincare, developpables en series entieres 
| de A, les coefficients &tant les integrales nulles pour t=0 de certains systemes 
lineaires. En employant l’expression donnde anterieurement (ce Zbl. 20, 124) 
de l’integrale d’un tel systeme, l’A. montre comment on peut calculer ces coeffi- 
' cients & l’aide de certaines expressions integrales qui font intervenir syst&matique- 
' ment les fonctions de Riemann relatives aux parties lindaires en x, y, 2, de (l). 
' En combinaison avec les parties non lineaires en x, Y, 2 des mömes &quations, 
ces fonctions de Riemann jouent un röle d’iteration. M. Haimowiei. 
| Vasil’eva, A. B.: Über die Differentiation der Lösungen von Differential- 
' gleichungssystemen nach kleinen Parametern. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
J|.n. Ser. 78, 845—848 (1951) [Russisch]. 

Voranzeige eines Teils der in dies. Zbl. 48, 71 besprochenen Ergebnisse. 
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Haltiner, 6. J.: The theory of linear differential systems based upon a new 
definition of the adjoint. Duke math. J. 15, 893—920 (1948). „ 
Es handelt sich um ein lineares Differentialgleichungssystem der Form 2% P;(x) ur (x) + 


)g(2) u(x) =0 (Po(x) = 1) mit in einem abgeschlossenen Intervall differenzierbaren Koef- 
fizienten p;(x) und g(x) und komplexem Parameter / unter den n Randbedingungen 


n 2n 
Astu, A) = I (A) ua, A) + I, td) wen, A)=0, 
il j=n+ 


wobei die ai;(A) als Polynome vorausgesetzt werden. Verf. benutzt eine von der klassischen 
hinsichtlich der Randbedingungen abweichende Definition des adjungierten Problems in 
Verallgemeinerung einer von R. E. Langer (dies. Zbl. 29, 207) für n = 2 gegebenen, und 
unter der Voraussetzung, daß die Multiplizität jedes Bigenwertes gleich seinem Index ist, 
beweist er eine verallgemeinerte Orthogonalitätsbeziehung zwischen den Lösungen der zu- 
einander adjungierten Probleme. Unter der erwähnten Voraussetzung leitet Verf. ferner 
eine Integralformel für die Partialsummen der Entwicklung einer willkürlichen Funktion 
nach Eigenfunktionen des obigen Randwertproblems ab, wobei er von einer Untersuchung 
der Konvergenz absieht. M.J. De Schwarz. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Donder, Th. de: Simplification de la möthode d’intögration d’Hadamard. IV. 
Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 37, 933—935 (1951). 

© Kawada, Y.: Theorie der Differentialformen — Graßmannsche Algebren 
und Liesehe Gruppen. Tokyo: Kawaide Shobö 1951. 6, 194 p. Yen 300 [Japanisch]. 


Reeb, G.: Sur les elöments de contact lindaires du second ordre attaches & 
un systöme diff6rentiel. J. reine angew. Math. 189, 186—189 (1951). 

Etant donnees une variete V„ compacte, orientable & n dimensions, quatre 
fois continüment differentiable, munie d’une structure d’espace de Finsler, 
l’A. d&emontre que parmi les el&ments de contact du second ordre des lignes inte- 
grales d’une &quation de Pfaff = 0, definie dans V„, il y a des el&ments de 
contact geodesiques. Quelques cas particuliers sont examines en detail, notamment 
le cas n=2 et la cas ou = 0 est completement integrable (dans ce dernier 
cas, on deduit l’existence des directions asymptotiques reelles). M. Haimowici. 


Hukuhara, Masuo: Über die reguläre Lösung einer .partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung in der Umgebung ihres singulären Punktes. Mem. Face. 
Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 5, 55—60 (1950) [Japanisch]. 


Let, in the aan 2 Al... %) O9 = Antı (&,- --, %), the cocHte 
cients A; be regular in a vieinity of (0,...,0) and 4,(0,....0)=0 (5=L, 
2,...,%+ 1). Then the equations da;/dt = A;(®,,:--, %) admit solutions of 
the form 5 = Pi(y,, -* ., %) with y = @(t, ©, .. ., Ch) exp(At). Here Pr 
regular in a vieinity of (0,...,0)and P;(0,...,0)=0,and 9; are polynomials | 
in t and tbe integration constants C; such that (9; — C;) is divisible by t. The 


author assumes that there exists a real » such that the A; exp Mi &) are all 
x 


in the left half plane. He then proves that f—= ann. 2 ni 

) | 
when expressed as a function of (%,,..., %), gives a solution of the original | 
differential equation. This solution is regular in a vieinity of (0,...,0) and! 


vanishes at (0,...,0). Also the domain of the existence of this solution is care-. 
fully discussed. K. Yosida. 


Scorza Dragoni, Giuseppe e Mario Volpato: Un teorema di unieitä per le 
soluzioni di una equazione alle derivate parziali del primo ordine. Rend. Sem.. 
mat. Univ. Padova 20, 446—461 (1951). 


[2 


Il y a au plus une integrale de l’&quation p = f(x S 
se =- ‚Y,2,g) ayant des valeurs d 
pour z2=0, dans les conditions suivantes: L’ensemble B ee (x, y) est detini nad: 
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()O<sx<Il; (I) o(&) <y<r(e), (0 et r &tant continues et derivables, presque dans tout 
l’intervalle (T)). (III) La section de B avec les droites y = o(a), y = r(a) est presque partout 
de densite lin&aire positive aux points S(a) = (a, 0(a)), T(a) = (a,t(a)). La solution z est 
supposee: (IV) absolument continue par rapport & x; (V) continue par rapport & Y; (VI) les 
fonctions composees 2(2, 0(x)), z(2,7(x)) sont absolument continues dans l’intervalle (I); 
le module de 2,(z, y) reste plus petit qu’une fonction de x sommable dans l’intervalle (I); 
(VIII) z est derivable dans tous les points de B, sauf au plus un ensemble dont la projection 
sur Ox est de mesure nulle; (IX) la derivee de (x, &(x)) (a = o(x) ou r(x)) est 2.(2, a(x))-+ 
2,(2,&(%)) a’(x), presque partout dans (I). f satisfait aux conditions suivantes: Il y a une 
fonction F(x, u) telle que presque partout dans (T), 
f(®. %,2?1> g) f®, Y,29> ) sF(«, UT 25) si 1 >29; 
f(x, a(®), 21, 91) — F(®, a(®), 23, 9) SFR, 2, — 2) +0 (2) (g— 9) iA >2, gı<- 

F est defini pour x€ (I), «> 0, continue par rapport & u, mesurable par rapport & x som- 


mable en (I) et telle que les solutions de l’&quation u(2)=n +[rG, u(t)) dt restent plus 
petites que e & droite de & quelque soit EE (I) et e>0,n &tant un nombre convenable positif, 
dependant de e. M. Haimovici. 

Szarski, Jacek: Sur certains systemes d’inegalites differentielles aux derivees 
partielles du premier ordre. Ann. Soc. Polon. Math. 21, 7—25 (1948). 

Es werden die Resultate von M. Nagumo (dies. Zbl. 21, 19) bezüglich der 
partiellen Differentialungleichung Ou/dx > f(x,y,u, Ou/öy) verallgemeinert. Verf. 
betrachtet folgende Typen von Differentialungleichungen a) 02/0x, > f,(&,, ..., &k, 
De 220,200, 020) er .,%)5 6)0, 0 ey, un, 
Br 22, 2. 02,[095 ---»0%/0%,) = 1,2,...,%k). Es wird erwähnt, daß ein Satz 
über Systeme partieller Differentialungleichungen von A. Haar (Atti Congr. 
internat Mat., Bologna 1928, t. IIL., p. 5—10) ein Spezialfall des Satzes über die 
Lösbarkeit der Ungleichung b) ist. Als Anwendung der Resultate wird eine Ab- 
schätzung der Abweichung von zwei Integralen des Systems von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der Form 92/9, = f,(%,, ---, &1 91 -- > Yn 2, 02/0Yı, -.., 02/0Yyn) 
(v=1,2,...,k) gegeben. Aus dieser folgt die Unizität der Lösung des vorigen 
Differentialgleichungssystems unter gewissen Bedingungen. St. Fenyö. 

Lines Escard6, Enrique: Lösung in geschlossener Form des Cauchyschen 
Problems für eine beliebige Hyperfläche bei der Wellengleichung in beliebig 
vielen Veränderlichen und anderen bemerkenswerten Gleichungen vom hyper- 
bolisehen Typ mit konstanten Koeffizienten. Collect. Math. 2, 1—86 (1949) 
[Spanisch]. 

Die Arbeit hat drei Kapitel. Im Kapitel I entwickelt Verf. eine Theorie des Cauchyschen 


n 


; 02 02 
Problems für die Wellengleichung in n + 1 Veränderlichen L(«) = m P2 . ey) 


mit den Anfangsbedingungen (1) [u(x;, t))-y = P(®), [u (i, t)l=y — 9ı1(%;), die auf einem 
regulären Teil 7 einer nicht-charakteristischen, der Gleichung == y(zı, eK) 
genügenden Hyperfläche vorgegeben sind. Indem sich Verf. der Methode der linearen Opera- 
toren von L. Fantappie& (s. dies. Zbl. 1%, 210; %6, 321) bedient, wird das Problem auf das 
einer gleichwertigen Integrodifferentialgleichung zurückgeführt, deren Lösung auf die 
Berechnung desjenigen Öperators herauskommt, dessen projektive Indikatrix durch 
n Er 
P(aı,...;&n) = B —_ >] gegeben ist. Dies ermöglicht dem Verf., die Lösung in end- 
41 
‚ licher Form anzugeben und sodann verschiedene Spezialfälle sowohl für die Hyperfläche 
als auch für die Gleichung und für die Anfangsbedingungen zu betrachten und schließlich, 
mit besonderer Berücksichtigung der homogenen Gleichung, das Huygensche Prinzip bezüg- 
lich des verschiedenen Verhaltens der Lösung für gerade oder ungerade Werte von n zu be- 
handeln. Zuerst werden sowohl 7 als auch die Funktionen 9, und 9,, die darauf definiert 
sind, analytisch vorausgesetzt, aber dann wird das Studium auch unter weniger einschrän- 
kenden Voraussetzungen durchgeführt. Im gleichen Kapitel gibt Verf. in ähnlicher Weise 
auch die Lösung der Gleichung L(u) — w—= f mit den Anfangsbedingungen (1) an. Im Ka- 
pitel IT behandelt Verf. das Cauchysche Problem für die Gleichungen 
u o Ofu [9 < 2 7 
2 h II (8 % 2 A 0x, = f 


0t* a 0 jel 
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und für das Gleichungssystem hinsichtlich der Fortpflanzung der Lichtwellen in einem ein- 
achsigen kristallinischen Mittel (s. F. Bureau, dies. Zbl. 30, 305) mit auf einer Hyperebenen 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. Im Kapitel III wird die Berechnung gewisser pro- 
jektiver Produkte durchgeführt, wobei von speziellen Lösungen partieller Differentialglei- 
chungen mit konstanten Koeffizienten ausgegangen wird. Sodann behandelt Verf. das Cauchy- 
sche Problem für die Gleichung 


iu 2 Out = FUN, 
eK kur res un a ErFE => ao I 


wobei die Anfangsbedingungen auf der Hyperebenen £ = 0 unter der Annahme vorgegeben sind, 
daß die quadratische Form > a,;Y:y; die Trägheitsindizes 1 und n besitzt. D.Greco. 
4,3=V 


Brazma, N. A. und A. D. Myskis: Das Gesetz von der Erhaltung der Energie 
in der Theorie der verallgemeinerten Systeme von Telegraphengleiehungen. Priklad. 
Math. Mech. 15, 495—500 (1951) [Russisch]. 

Die Telegraphengleichungen für ein System von n Leitungen werden in Matrizenschreib- 
weise behandelt: — Ou/de= Ri + L&ildt, — Hildz= Au + C Oildt. i bzw. u ist der Vektor 
der n Stromstärken bzw. Spannungen, R, L,G,C sind zeitunabhängige Matrizen, welche die 
elektrischen Eigenschaften des Leitungssystems beschreiben, und welche sämtlich als symme- 
trisch und positiv semidefinit vorausgesetzt; werden. Es werden verschiedenartige Rand- 
bedingungen betrachtet, insbesondere die folgende: (0, t)= u(l, t)= 0. Zunächst wird ge- 
zeigt, daß die Eindeutigkeit der Lösungen eine Folge des Energiesatzes ist, wenn man voraus- 
setzt, daß wenigstens eine der beiden Matrizen R, L und wenigstens eine der beiden Matrizen 
G,C positiv definit sind. Sind R,L,G,C auch von x unabhängig, so führt die Methode der 
Trennung der Variablen zum Ziel. Es ergibt sich, daß sämtliche n Ströme zeitlich exponentiell 
abklingen, wenn @G oder R positiv definitist. Im Schlußteil der Arbeit wird deutlich gemacht, 
daß aus physikalischen Gründen die Voraussetzungen über die Matrizen R, L,@, © stets zu- 
treffen, wenn man von idealen Grenzfällen absieht. W. Rinow. 

Brazma, N. A.: Die vollständige Hyperbolizität eines verallgemeinerten Systems 
von Telegraphengleichungen. Priklad. Math. Mech. 15, 501—503 (1951) [Russisch]. 

Ergänzend zur vorstehend besprochenen Arbeit wird gezeigt, daß das System 
der Telegraphengleichungen vom vollständig hyperbolischen Typus ist, falls L 
und C positiv definit sind. Die angeführten Hilfssätze und Bemerkungen ent- 
halten nur allgemein bekannte Tatsachen über definite bzw. semidefinite Matrizen. 


W. Rinow. 

Colombani, Antoine: Chauffage par induetion d’une sphere mötallique ereuse. 
J. Phys. Radium 12, 26—30 (1951). 

Eine metallische Hohlkugel befinde sich in einem gleichförmigen, periodischen 
magnetischen Feld H, coswt. Es wird das induzierte Feld berechnet unter der 
vereinfachenden Annahme, daß es sich um einen quasistationären Vorgang handelt 
und daß die Eindringtiefe groß gegenüber der Dicke der Hohlkugelwand ist. Die 
Integrationen lassen sich dann ohne Schwierigkeiten elementar ausführen. Es 
wird noch die in Wärme umgesetzte Energie der induzierten Foucaultströme be- 
rechnet und ein optimaler Wert für die Wanddicke angegeben. W. Rinow. 


Pucei, Carlo: Aleune limitazioni per gP’integrali delle equazioni differenziali a 
derivate parziali, lineari, del secondo ordine, di tipo ellittico-parabolieo. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 11, 334—339 (1951). 

len 2 n 
Verf. betrachtet die Gleichung (1) I a»x u ey m. St + cu= fineinem Gebiet A 
h,k h k Kl 'k 
des Raumes S derart, daß jeder Punkt von FA von A aus geradlinig erreichbar ist. (1) wird 
von elliptisch-parabolischem nichtnegativem Typus vorausgesetzt, unter der Annahme 
e<0. Wenn man mit v eine Lösung von (1) bezeichnet, die zusammen mit ihren ersten partiel- 
len Ableitungen in A + FA stetig ist, die außerdem in A stetige zweite Ableitungen besitzt 
und in FA der Bedingung (2) a du/dl + Pu= y genügt, wo a, ß, y reelle, in FA definierte 
Funktionen sind, und wenn aßs0, ß=+0 ist, so gibt Verf. die folgenden Schranken an: 
min {minı [Ye], minrı[y/Pl} < u< max {max4[f/c], maxrı [y/ß]}. Ähnliche Schranken wer- 
den für die Lösung von (1) angegeben, wenn diese zusammen mit ihren ersten und zweiten 
partiellen. Ableitungen im abgeschlossenen Bereich D stetig vorausgesetzt wird und in FD die 
Bedingung du/di= 0 erfüllt ist, unter der Annahme, daß (1) in D von elliptisch-parabo- 
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lischem nichtnegativem Typus und nicht ausgeartet ist (d.h. mit nicht sämtlich verschwin- 
' denden Koeffizienten a,x), und wobei man auf FD etwas einschränkendere Voraussetzungen 
macht als im vorhergehenden Fall. — Die Arbeit verfolgt den gleichen Gedankengang wie 
eine frühere Abhandlung von M.Picone (dies. Zbl. 20, 359). D.Greco. 

Bergman, $. and M. Schiffer: Kernel functions and partial differential 
equations. I. Boundary value problems in the theory of nonlinear partial differen- 
tial equations of elliptie type. J. Analyse math. 1, 375—387 (1951). 

D sei ein Bereich der (x, y)-Ebene, C seine glatte Berandung, weiter sei 
F(P,u) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von P(x,y) (P€ED-+ O0) 
und z(|w|< M), und es gelte F(P,0)=0, F,(P,u) > 0. Die nicht-lineare 
partielle Differentialgleichung (1) Au=F(P, u), aufgefaßt als Eulersche Gleichung 
eines Variationsproblems, besitzt als Jacobische Gleichung (2) Av=F,(P, u) v, 


die selbst wieder zu dem positiv definiten Variationsintegral [[ (v2 + v+ 
fi 


I 

F,v*) dw gehört. Auf sei nun eine stetige Funktion y (s) der Bogenlänge s gegeben, 
|y(s)|<M, dann gilt: „Es existiert eine Lösung «(P).von (l) inD-+ C mit 
den Randwerten y(s)‘‘. Der Beweis beruht auf der Linearisierung von (1) durch 
(2). — u(P, t) sei Lösung von (1) mit den Randwerten ty(s);v(P tt) = du(P, t)/öt 
ist, dann Lösung von (2). (2) besitzt eine Greensche Funktion G(P,Q,t), und 
es’ gilt (3) v(P,t) = = u(P,b) = G(P, Q, t) y(sg) dsg. Es ergibt sich 
weiter [6 


OG(P,Q, 9ulZ, t 
es — ie Sfr. ac P,YG(2, 0,1) day. 
D 


ONg 


(3) und (4) stellen ein System von Integro-Differentialgleichungen für v(P, t) 
und@(P,@,t) dar, das durch sukzessive Approximation leicht gelöst werden kann. 
Die Methode kann leicht auf kompliziertere nichtlineare Gleichungen verallgemei- 
nert werden. A. Kriszten. 
Lopatinskij, Ja. B.: Ein Fundamentalsystem von Lösungen eines elliptischen 
Systems von linearen Differentialgleiehungen. Ukrain. mat. Zurn. 3, 3—38 (1951) 


[Russisch]. 
Nach der klassischen Methode von E. E. Levi wird im Kleinen die Grundlösung für 
p kl ; tee: 

ein allgemeines elliptisches System (1) Y Anw=g; Arı = > Be el Be 
Ss i=1 j1t+nZ20 Ir}. - Ian,” 
MR e 0-1 (D) alz=1,..2.30)3 = MAX Sk konstruiert. Zuerst wird die Grundlösung 9 (x, y) 
der Gleichung f(—0/0x7, ..., —0/9x,.)= 0 gefunden, wobei f(a1, ..., a.) eine Form des Grades s 

D(x,a 
ist, dienur im Nullpunkt verschwindet. £ (2,y)= p(2—,0), 012.0-[. Ne dor: dom, 
(n) 

r (—1):-1 N \s—n | n \ 2er: a n wL 
Di) — ICE TIGEIFRSENT (2% si) lg PL ok ze ürs>zn bzw. D(x2,0)= 


(1) (n— s—])! 

(2rr)*t? ! 

Raum der &= (a,,...,0„) definiert durch: « = y(ßx + t), wo y,t,ß bzw. C, T(x), L. durch- 

laufen; C ist der Einheitskreis der komplexen z-Ebene, T(x) die Sphäre & ei en N) 
in \—1 i= = 

(t, x reell), L. die Gerade Im(2)= 8; 0 <e<|2 2) ; (a) +0 auf $,„(x) für alle reellen 


mit |n|se. Mit Hilfe dieser Funktion wird die Grundlösung von'(1) nach Levi gebildet. 
(Anmerkg. des Ref.: Diese wichtige Abhandlung ist wegen zahlreicher grober Druckfehler 
schwer lesbar; außerdem ist der vom Verf. versuchte Existenzbeweis der Grundlösung im 
Großen nicht geglückt. Die Existenz im Kleinen wurde jedoch erwiesen.) K. Maurin. 
Lopatinskij, Ja. B.: Die Fundamentallösungen eines Systems von Diiferential- 
gleichungen vom elliptischen Typus. Ukrain. mat. Zurn. 3,290—316 (1951) [Russisch]. 
Die Abhandlung bildet eine Weiterführung und Verschärfung der Resultate der voran- 
gehenden Arbeit. Es werden folgende 4 wichtige Sätze bewiesen (die Bezeichnungen wie im 
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n \son 
| Dr | für s<n. S(z) = 8,(x) wirdim komplexen arithmetischen 
| 
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b maxsgı +1 A, a, 
vorstehenden Ref.). 1. Die Koeffizienten von Axı in (1) seien EICHE (D), diejenigen 
bei den Ableitungen j-ter Ordnung € Cwx6D (D); dann existiertin jedem hinreichend kleinen 


Gebiete V (VC D) eine Fundamentalmatrix von (1) in jedem yE V. 2. Wenn jeder Koeffizient 
beider Ableitung j-ter Ordnung € C'+/(D) | DS ) und die Koeffizienten beider Ableitung 
ii 


höchster Ordnung o € Om’xt+1:+0(D), dann existiert die Fundamentalmatrix @(z, Y), die im 
Punkte y eine Fundamentallösung der Operatorenmatrix A(z, 9/9x) ist, deren Adjungierte 
©’ (x,y) die Fundamentalmatrix der Adjungierten von A : A’(y, 9/9) im Punkte « ist. 3. Bei 
den Voraussetzungen in 2. sowie 120, g(x) € 0° (D) ist die o-malstetigin D differenzierbare 
Lösung von (1) A(z, 9/0x) w= g(x) t-mal stetig in D differenzierbar. 4. Wenn die Koeffi- 
zienten von A(x, 0/0x) sowie g(x) analytisch in D sind, dann ist jede o-mal stetig in D diffe- 
renzierbare Lösung von (1) analytisch in D. K. Maurin. 
Vol’pert, A. I.: Das Dirichletsehe Problem für ein elliptisches System linearer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Ebene. Ukrain. mat. Zurn. 3, 
449—464 (1951) [Russisch]. 
Es sei das m-fach zusammenhängende Gebiet TC_D mit (im Hölderschen 
u 
Sinne) stetigem Rande L gegeben; gesucht die Lösung u=| : \deselliptischen 
: 2 .. Otku ;% ;% 20p j 
Gleichungssystems: (1) S(w) Se a =.0, A'7= (a,) (ur 12250 
at=alt (x, y)E 0® in D mit der Randbedingung (2) m u(z, yJ=utr (t)—f(d) 
T3(a,y)>t 
tE L; f(t) stetig im Hölderschen Sinne. — Die Lösung wird gesucht — wie ge- 


wöhnlich — in der Gestalt u(x, y) = [ K(&,n; x, y) u(&, n) ds, wobei die Matrix K 
L 


mit Hilfe der von Lopatinskij angegebenen Grundlösung von (1) (s. oben, vorletztes 
Referat) konstruiert wird. Die Ungleichung (3) det > Res ke (t, 0) — At, e)| 


+0, tEL,A(t,a) = A2t) 2 +2 All) + 492(t), Ima>0, ist notwendig 
und hinreichend dafür, daß die Aufgabe (1), (2) auf ein System von Fredholmschen 
Integralgleichungen (wegen auftretender Singularität) zurückführbar ist. 
K. Maurin. 
Nakamori, Kanzi: Über ein nichtlineares Randwertproblem der Gleichung 
Au+cu=f(x,y). Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 6, 1-7 (1951) [Es- 
peranto]. 

Die Methode einer früheren Arbeit [Nakamori und Suyama, Mem. Fac. Sci. 
Kyusyu Univ., Ser. A 5, 99—106 (1950)] führt für das dort behandelte Randwert- 
problem auch bei der Gleichung Au+ c(2,y)u=f(x)zumZiel.e L. Schmetterer. 

Kalandija, A.1I.: Das n-harmonische Fundamentalproblem für mehrfach 
zusammenhängende Gebiete. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 185—198 
(1951) [Russisch]. 

The author proves, that Dirichlet’s problem for the equation M"u=0 
(4 = 0°/0x? + 02/0y?) in a bounded domain D with smooth boundary has a 
unique solution such that A" O'+” dx! Oy" wis continuousinDfork -Itm<n, 
provided that the prescribed boundary values of the normal derivatives Oku/O»* 


are 2n — k times continuously differentiable (k=0,...,n — 1). For simply 
connected domains the same method and result are due to I.N. Vekua (this 
Zkbl. 41, 62). L. Hörmander. 


Spencer, Domina Eberle: Separation of variables in eleetromagnetie theory. 
J. appl. Phys. 22, 386—389 (1951). 

Es wird die Frage aufgeworfen, für welche Koordinatensysteme die Methode 
der Trennung der Variablen bei der vektoriellen Wellengleichung Aa + ka = 0 
zum Ziele führt. Die volle Separabilität in allen drei Komponenten des Vektors a 
besteht nur für rechtwinklige cartesische Koordinaten. Darüber hinaus gibt es 
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aber Koordinatensysteme, bei denen die Separation einer Komponente von a 
möglich ist, z. B. die Komponente a, bei Kreiszylinderkoordinaten r, , 2. Weitere 
Fälle sind gewisse allgemeine Zylinderkoordinaten (z.B. elliptische oder parabo- 
lische), bei denen a, separabel ist, falls a nicht von z abhängt, oder gewisse rotations- 
symmetrische Koordinatensysteme (z. B. sphärische, sphäroidische), bei denen a, 
(y der Rotationswinkel) separabel ist, wenn a nicht von y abhängt. Verf. teilt eine 
Tabelle von 8 solchen Koordinatensystemen mit. W. Rinow. 


Poritsky, H. and H. Weil: Conduction of eurrent in a metallie pipe filled with 
a condueting liquid. J. appl. Phys. 22, 1002—1005 (1951). 

Ein metallisches Rohr mit dem inneren bzw. äußeren Radius a,b und ge- 
gebener Leitfähigkeit ist mit einer leitenden Flüssigkeit gefüllt oder nicht gefüllt. 
An zwei diametral gegenüberliegenden Punkten der äußeren Rohrwandung wird 
ein elektrischer Strom zugeführt. Durch Messung der Potentialfdiferenz an zwei 
anderen diametral gegenüberliegenden Punkten soll entschieden werden, ob das 
Rohr gefüllt oder leer ist. Zu diesem Zwecke berechnen die Verff. die Potential- 
verteilung im Rohr für den Fall eines vollkommen leeren, eines mit Flüssigkeit 
gefüllten Rohres und schließlich noch für den Fall einer dünnen, an der inneren 
Wand haftenden Flüssigkeitsschicht. Nach den bekannten Methoden erhält man 
für das Potential eine Reihenentwicklung nach Besselfunktionen. Unter der Vor- 
aussetzung, daß b — a klein gegenüber 5b ist, können Näherungsausdrücke ab- 
geleitet werden. W. Rinow. 


Nozaki, Yasuo: On generalized transfinite diameter. Ködai math. Sem. Reports 
1950, 3—10 (1950). 

®(r) etant une fonction positive strietement de&croissante pour r >60, on 
attribue & tout compact E C R® des nombres D(® et R(®, dont la definition est 
une generalisation naturelle de celle des nombres D et R consideres dans la theorie 
classique du diametre transfini, et qui se r&duisent & ceux-ci pour ® = 1/r. L’A. 
montre que si ® satisfait en outre & certaines conditions de r&gularite et de con- 
vexite, D(®) et R(®) sont tous deux &gaux & la (D)-capacite de E. Le cas ®D = 1/r* 
(1<a<3) avait deja et& envisage par O. Frostman, Potentiel d’equilibre, Diss. 
Lund 1935, ce Zbl. 13, 63. J. Deny. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Carafa, Mario: Risoluzione in termini finiti dell’equazione integrale di Fred- 
holm generale, nel campo analitieo. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., 
III. Ser. 4, 175—190 (1950). 

La presente ricerca appartiene allo stesso ordine di idee sviluppato dall’A. in precedenti 
lavori e in particolare in una Memoria dedicata alle equazioni funzionali lineari (questo Zbl. 
41, 442). La Memoria in esame ® dedicata all’equazione integrale di Fredholm (1) y(z2) = 
f&) + [ Kix, a) y(a) da, ove f(x) & analitica regolare in D,, il nucleo K(x,«) & analitico 

2 
regolare per x ea variabili rispettivamente in D, e D,, e si suppone che il cammino di inte- 
grazione / sia interno a ciascuno dei domini D,, D,, D;: vale a dire le presenti ipotesi sono piü 
ampie di quelle che si deducono, come caso particolare, dalla Memoria giä citata. — Usufruendo 
"di tre funzioni che vengono costruite in modo indipendente dal nucleo K (2,0), YA. perviene 
a esprimere il nucleo risolvente dell’equazione (1) mediante un numero finito di integrazioni 
e una derivazione. S. Oinquini. 


Ostrom, Theodore G.: The solutions of linear integral equations by means 


of Wiener integrals. Bull. Amer. math. Soc. 55, 343—354 (1949). 
Es handelt sich um die Lösung der linearen Fredholmschen Integralgleichung mit Hilfe 
von Wiener-Integralen. Die untersuchte Gleichung ist von der Form (*) F[x|t] = z(t) + 


1 
- SKt, s) x(s)ds = z(t) mit: 1) z(t) €C und z’(t) existiert und ist von beschränkter Variation 
(0 


RO <Sted. 
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2) Kit,s) =Kılt,s) für 0 st<s, =K;tt, s) für s<its 1, = (K, + K,)l2 für i=s. 
K:(0,8) = 0 7Eur S0/ 2851; . 
K,(t,s) und K,(t,s) sind stetige Funktionen in Ost <s bzw. O=ss<st. 3) In der Um- 
gebung von fast allens (O<s<I1) ist K(t, s) eine vollständig stetige Funktion von t nach 
der Addition einer Treppenfunktion, mit welcher die Sprungstellen an der Linie t=s be- 
hoben werden. 4) Es existiert eine meßbare Funktion K7 (t, s), welche für alle O<s=1 
in t eine Funktion von beschränkter Variation und für welche die Relation K#(t, s=0K)/öt 
1 


fast überall gültig ist. 5) K*(t, s) kann so gewählt werden, daß li sup We (t,s)| ds < ©; 
1 & 0 0stsi 


N var K}(t,s)ds< © gilt. 6) I(s) = K,(s,s) — Kyı(s,s) ist eine Funktion von be- 
VE 
schränkter Variation. 


u ah 
A k(s1,81)°"k(s1, Su) 
7 Dil KEITEN ET 
) helle 


ds, ds, ds 0. 
8w 81) Kl Su) a 


Sind die Bedingungen 1)—7) erfüllt, so ist die Lösung von (*) die folgende: 


02) =|Dlexp (-[ (es) as) [ ale) exp (2 [ x’ (s) AFlu|s] — © (u)) dun. 
Hier ist 0 ° ” 
1 1 


4 L 1 
d i K (8, 
we frwoual are Fate do] aus + [roawe. 
{0 0 OEL0 0 
Es sei W(t, s) =/ u(t) u(s) exp(—P (u)) duw, und es wird vorausgesetzt, daß OK,/öt, öK,/öt 
stetig sind; dann ist der lösende Kern von K(t, s) der folgende: 


w 


1m (, ”f 
Rit,e) = -2| [es (—® (w)) den! ra I K(s, &) Wit, 8) de. 
ö 


0 
Diese Formel ist für alle (s, t) gültig, falls s# £ ist. St. Fenyö. 


Ionescu, H. M.: L’ötude des distributions statistiques ä caracteristiques variables. 
Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. Sti. A 3, 49—70, russische und französ. Zu- 
sammenfassgn. 71—72, 73—74 (1951) [Rumänisch]. 

Verf. betrachtet statistische Gesamtheiten, die, wie es bei zahlreichen Pro- 
blemen der Bio- und Versicherungsmathematik der Fall ist, in Teilgesamtheiten 
zerfallen, zwischen denen Übergangswahrscheinlichkeiten bestehen. Diese hängen 
nicht nur von der Zeit ab, sondern in bestimmter Weise auch von der Vorgeschichte 
des Individuums. Die Bestimmung des Verhaltens der Teilgesamtheiten bei vor- 
gegebenen Übergangswahrscheinlichkeiten läuft auf die Lösung von Systemen 
sog. transgressiver Integralgleichungen hinaus, die im einfachsten hier betrach- 
teten Fall nach dem Muster der einen Gleichung für eine unbekannte Funktion: 


x 
9(2,9) = flz,y) +2 [ klt,x,y) p(t,x)dt behandelt werden können. (Die Be- 
[74 


nennung rührt von Romanovsky her, der entsprechende Integralgleichungen 
mit festen Grenzen untersucht hat.) Verf. gibt einen Eindeutigkeitsbeweis für 
sehr einfache Grundbereiche und dortselbst stetiges f und %k. (Besprechung nach 
der französ. Zusammenfassung.) H. Pietsch. 

Hadamard, Jaeques: Les fonetions de elasse sup6erieure dans l’&quation de 
Volterra. J. Analyse math. I, 1—10 (1951). 

In Analogie zu dem O-Symbol wird das Symbol ‚Doppel-O“‘ eingeführt: 
Es ist [= O)(g), wo fund g vonp (p=0,1,...)abhängen und g > 0, wenn 
es positive Konstante k, R gibt derart, daß || < (k/RP)g für p=0,1,.... Die 
Bedingung dafür, daß eine unbeschränkt oft differenzierbare Funktion analy- 
tisch ist, läßt sich damit so schreiben: f??(x) = ©) (p!). In der Holmgrenschen 
Theorie der Wärmeleitungsgleichung tritt die Bedingung f(x) = OÖ)l[(2p)!] auf. 
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Verf. on nun allgemein eine „Funktion der Klasse a“ durch die Bedingung 
fP (x) = © [(a p)!] bzw. für nichtganze a: f(x) = O[I(a p)]. Eine Analysis 
der ee der Klasse «> 1 ist in den Untersuchungen von Gevrey [J. 
Math. pur. appl., VI. Ser. 9, 305—471 (1913), 10, 105—148 (1914)] über die 
Differentialgleichungen vom Parabolischen Typus baben Verf. behandelt 
unter diesem Gesichtspunkt die Volterrasche Integralgleichung 2. Art und 

zeigt: Wenn der Kern und die gegebene Funktion von der Klasse & sind, so gilt 
dasselbe von dem lösenden Kern und der gesuchten Funktion. @. Doetsch. 

Charazov, D. F.: Anwendungen der Integralgleichungen mit von einem Para- 
meter abhärgenden Kernen auf einige Randwertaufgaben in der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen. Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 265—306 und grusin. Zu- 
sammenfassg. 305 (1951) [Russisch]. 

Der größte Teil der Arbeit ist der Drescher der Integralgleichung 


«) ua= af GR, Y)Lrı(y) + Ars(y)luly) dy + 9%) 


gewidmet. Dabei sei G(x, %) En positiv definiter symmetrischer Kern mit stetigem 1. ite- 
riertem Kern. r,(x) und r,(&) seien in T im Hölderschen Sinne stetig; es sei ,(x2)>0. Unter 
diesen Voraussetzungen lassen sich für (1) Resultate beweisen, die den Ergebnissen der 
Hilbert-Schmidtschen Theorie analog sind. Z. B. hat (1) unendlich viele reelle Eigenwerte. 


Es ‚gilt folgender Entwicklungssatz: Es seien P,(x, y) = Se, td rı(t) G(t,y) dt und 
A 
IB, Yy)— Sek, t) r,(t) G(t, y) dt. Die Funktion y(A,x) lasse sich mittels einer quadrat- 
7 
integrierbaren Funktion f(Yy) in der Form y(4, x) = / [Pı(®,Yy) +? P,;(a, y)] f(y) dy dar- 


stellen. Dann besteht für fast alle x aus a die Eu nee: 
%(7,%) 2, ax(/) y(2) mit ar(A) = — - [tw y)dy + ff G(z, 8) r;(t) vr(t) f(x) di de, 
=1ı 
k=1,2,...; ik Eigenwerte von (1), ee ER ion Funidiehen. Die Eigenfunktionen 
sind dabei in der folgenden Weise zu normieren: Mit @x(®) = Ax[r1(%) + Ar r,(2)] yr(x) gelte: 
Je) @)de+nn[ See, t) 7,(t) yelt) Pila) ddde=0 für ik bzw.=1 füri=k. 
Fam ag der ing seiner Resultate zeigt der Verf. auf dem bekannten, über die 
Greensche Funktion führenden Wege, daß gewisse Randwertprobleme bei gewöhnlichen und 
partiellen Differentialgleichungen Integralgleichungen vom Typ (1) ergeben. W. Thimm. 
Vajnberg (Weinberg), M.M.: Sätze über die Existenz der Eigenwerte für 
eine Klasse von Systemen nichtlinearer Integralgleichungen. Mat. Sbornik, n. Ser. 
26 (68), 365—394 (1950) [Russisch]. 
Diese in aus der Theorie nichtlinearer Operatoren behandelt das System 


ni u(® = | Kila, yHlmly),-:mly))dy G=l,...,n) 


(KerneK; SEN und positiv). Bist ein begrenztes Gebiet desm-dimensionalen 
Baumes, € B.Mit 9,(u, ,.» 7%, 2) = (0/9) @lu,;: - -,%n, 2) soll (0,...,0,2)= 
G(0,...,0,2) =0 gelten für zE B. (u,..., 49) beißt Eigenwert, wenn es ein 
Pigenelement (0,12), 20 U (z)) gibt, das obiges System erfüllt. Unter geringen 
und natürlichen Voraussetzungen wird die Existenz wenigstens einer gerhden 
Zahl von verschiedenen Eigenwerten bewiesen, denen verschiedene Eigenelemente 
entsprechen mit der Zusatzbedingung sgng;(u,,.. ., %W) = sgnw. @. Hohevsel. 

. Vasil’ev, V.V.: Lösung linearer verallgemeinerter Integrodifferentialglei- 

ehungen. Priklad. Mat. Mech. 15, 609—614 (1951) [Russisch]. 


L’A. utilise une möthode due & Nekrasov, pour resoudre J’&quation (1) Z[z(2)] + 
b 
a P(x,2(y))dy=0, oü (2) L[z(z)] = d*z/dar + a, (8) drtzfdar I... + m(E)2 et 


(3) Pfx,z(y)] = Ko(z, y) z(y) + Kılz, y)deldy ++: + Km(a,y)d"z/dem. Si m<m, on 
&crit (1) sous la forme (4) L[z(x)] = F (x), dont la solution gönörale est donn&e par (5) z(x) = 


* 


PR, (x) Ai(s) 
Zi Dt ee 7 ds, ou (#(2))ı<i<n est un systeme fondamental de 


376 


solutions (suppose connu) de l’&q. homogene ZL[2(x)] = 0; A(s) le vronskien de ce systeme et 
A:(s) les mineurs correspondant aux elements de la dernigre ligne de A(s). [Voir aussi 8. Vasi- 
lache, Acad. Republ. popul. Romäne, Bul., Sti, Ser. Mat. Fiz. 2, Nr. 6 (1950) et ce Zbl. 44, 
106]. En remplagant dans (3) z(y) et ses derivees par leurs expressions tirees de (5), !’A. trans- 
forme (1) en une &quation integrale en F(x), dont il cherche une solution par la methode de 
Fredholm. Le cas m > n est ramene au pre&cedent, en posant m = n + pet en derivant l’equa- 
tion (1) 9 + 1 fois par rapport & x. S. Vasilache. 


© Ascoli, G.: Trasformazione di Laplace. Torino: Gheroni 1951. 256p. 


L. 1500. 
Sehoenberg, I. J.: On Pölya frequeney functions. I. The totally positive func- 
tions and their Laplace transforms. J. Analyse math. 1, 331—374 (1951). 

Eine meßbare, an mindestens zwei Stellen nichtverschwindende Funktion A(&) heißt 
total positiv, wenn für 1 <<. <m, h<b<:.<um m=1,2,...) gilt: 
det || A (x: — t)||ı,rn 20. Eine solche Funktion ist entweder monoton oder strebt exponentiell 
gegen 0 für &—> + oo. Im letzteren Fall heißt sie eine Pölyasche Frequenzfunktion. Eine 
total positive Funktion hat dann und nur dann diese Eigenschaft, wenn sie in (— 00, ©) 
summierbar ist. Diese und eine allgemeinere Klasse von Funktionen (bei denen die obige 
Bedingung nur für n—= l und 2 verlangt wird) wird ausführlich untersucht. Eine ihrer 
wichtigsten Eigenschaften beruht auf der Beziehung zu folgenden, in der Laguerreschen 
Theorie der ganzen Funktionen wohlbekannten Klassen: Es sei 7, bzw. T, die Klasse der 
ganzen Funktionen der Form 


D(s) = (er:sm II(L + vs) bzw. ls) = (e-r*tdrs" II (1 + u s)en®r* 
v=1l v—i 


mit CO reell, y >0 und bei T}: 6,20, & 6, < oo, bei T,: 6, reell, 2’ 6,?< oo. Es gilt nämlich: 
Satzl. Ist Y(s)ET,, Yls)$ (ed, Ys)<0 in—-o<sa<s<pßs+m, so ist 1/Y(s) 


eine zweiseitige Laplace-Transformierte: 76 = Je-2:A(2)d2 (K <RE<P), wo Ale) 
S 0 
eine total positive Funktion = e“*t? ist, und umgekehrt. Satz 2. Ist D(s)E T,, D(s) =# (er, 


oo 
D(s)>0 für s>0, so ist 1/D (s) eine einseitige Laplace-Transformierte: =G = e-:?A(z)dx 
Ss 
Ö 


(Rs > 0), wo A(z) eine für & < 0 verschwindende, total positive Funktion ist, und umgekehrt. 
— Stellt man A(xz) durch die komplexe Umkehrformel dar und wertet diese durch Residuen- 
rechnung aus, so erhält man konvergente oder asymptotische Reihenentwicklungen für A(&). 


Dies wird auf spezielle Fälle wie X(s)= 1/T‘(s), Y(s)= (sinz s)/r, D(s)= — a! Vs 
sinzV—s angewendet. @. Doetsch. 
Bose, S. K.: A note on Whittaker transform. Ganita 1, 68—74 (1950). 
Verf. setzt eine frühere Arbeit über Whittakers Abbildung Wr, „ (dies. Zbl. 36, 49) fort, 


S k 
die durch o(p) — f(x) angedeutet sei. Er betrachtet den Sonderfall k= 1/2 + n/2 +1, 


m= +n/2 bei ganzem 1>0, in dem sich Wx,„ zu der Abbildung A4}” durch allgemeine 


x 
Laguerresche Polynome L;” vereinfacht, g(p)= (1!!! p [ pa)" *e?* L® ope) fx) dx, 
1/2-+1+n]2 a 
kurz o(p) nn 
gabe die ihre NER. sichernden Annahmen der Kürze halber weggelassen seien: I. Die 
: 2+m+n s 
Abbildung p(p) —— f(x) läßt sich wegen naher Beziehung der LY”(&) zu Whittakers 
M-Funktion in eine Integraldarstellung von p(p)/p mit dem Kern M,ın+ 1/2,m(2p x) [M-Bild 
von f(x)] umformen. Beispiele: 1. f(x) = ”ı(1 + z)-U2. — 2. f(x) = a” e-42, Das M-Bild ist 
im wesentlichen eine Gaußsche Funktion ‚zF, der Veränderlichen 1/2 — q/(2p)..— II. Entwick- 


1/2+m/2+ a e 
lung von y(p), wo Ho — f(x), in eine nach den (2p)* 9—x(p) [k = 0,1, ...] ab- 


steigende Reihe, wo (Laplacesche Abbildung 2) @(p) = x? f(x). Anwendung a 4 

x aces( = ; auf,2 (ey 
w® ex/2 Wu); y(p) setzt sich in der Hauptsache aus zwei Funktionen sF, vonl-— 2 it 
binomischen Ausdrücken in 9, 1 — p und Konstanten als Faktoren zusammen. — Satz na, 


f(x), und beweist über A)” folgende fünf Sätze, bei deren Wieder- 


von C.S. Mitra angeregt: Ist (p) — fi) und y(g)= y"=!op(y), so ist 
a plq) = In + m + 5/4) T(n — m + 5/4) 2-"—1 [Pin — k + 7/4)]-1- 


oo 


a) ln +m+5/4,n — m+5/4; n— k+17/4; 1/2 — g/(21)] dt. 
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— IV. Rücklaufsformeln der 1 spiegeln sich in solchen wider, die für die Bilder @,(a, 4, p) 


1/2-+0/2 
En > f(x) gelten. — V. Das Ay -Bild von &4 f(x) bezüglich der Ableitung von 


L%°(2p x) ist, vom Faktor n//2p abgesehen, gleich dem AUV-Bild von &—-4-V? f(x). Beispiel: 
x% f(x) = xe/?+3/4. — In den Sätzen I, IV, V ist n > 0 ganz. L. Koschmieder. 

Bose, S. K.: On generalized Laplace integral. Ganita 2, 33—43 (1951). 

In this sequel to earlier papers (this Zbl. 36, 349, 350; 37, 199; preced. rev.) 
the author obtains two generalizations of a result on Laplace transforms, and 
evaluates several ‚‚Whittaker transforms‘‘. (Reviewer’s remark: of the two general 
results formulated in section I, the second concerns a finite sum of Laplace trans- 
forms and is a trivial ‚‚generalization‘‘. The first, and more general, result depends 
on the behavior of a certain unidentified function, and there is no evidence to 
show that the function exists or has the required behavior.) A. Erdelyi (R.). 


Celidze, V. @.: Integraltransformation einer Funktion von zwei Veränderlichen. 
Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 93—109 und grusinische Zusammenfassg. 
110—113 (1951) [Russisch]. ; 

L’A. considere la tranformation integrale de la forme 


(1), F(xe,y)=/S JS K(e, y,t,r) B(t,r) didr. 
ı v0 


Il distingue quatre types particuliers des noyaux: T®, Io, ca et ei „Par 

exemple, lenoyau K est du type Aha lorsque l’integrale (1) existe pour O <x,y<]1 

et pour toute fonction ® appartenant & une certaine classe A,, telle que la limite 

double lim® est finie et que, de plus limF(xz,y) =lim® (t,r), ou (x, y,, —0 
t>o 


t>o (2,9), >09 
T>© T>X 


exprime que x et y tendent vers 0 de maniere que 1A < x/y< A. La fonetion ® 


est dite appartenirä& la classe A, lorsque lim — —=0, oü p(t, Tr) est une fonction 
t+>0 
monotone telle que im = x et 9(0,0)=> A. — Les definitions des types 


* * too 
Be en et 0» sont pareilles. Pour chacun de ces types, l’A. donne des con- 


ditions ne&cessaires et suffisantes pour que le noyau appartienne & ce type; 
chacune de ces conditions se compose de quatre ou cing conditions partielles 
s’exprimant par des proprietes limites de certaines integrales doubles. — Aucunes 
applications ne sont indiquees. J. Mikusinski. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Kelley, J. I.: Note on a theorem of Krein and Milman. J. Osaka Inst. Sci. 
Technol., Part I 3, 1—2 (1951). 

Using Zorn’s lemma, a simple proof is given of the following theorem of 
Krein and Milman [Studia math. 9, 133—138 (1940)]: Let Z be a real linear 
topological space with the property: For any compact convex set K and any 
point x not in K there is a continuous linear functional whose value at x is greater 
than its value at any point of K. Then any compact convex set in L is the closed 
» convex hull of the set of its extreme points. A. wan Heemert. 


Satö, Tokui: Über einen Fixpunktsatz. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 
4, 33—44 (1949) [Esperanto]. 


Verf. nennt eine Menge A eines linearen topologischen Raumes lokal fastkonvex, wenn 
folgendes erfüllt ist: Für jede Umgebung W(x) eines Elements x € A kann eine Umgebung 
U(x)< W(x) bestimmt werden, so daß die konvexe Hülle von U(z)N A inW (x) enthalten 
ist. Der Methode von Tychonoff folgend (dies. Zbl. 12, 308) benützt Verf. diesen Begriff 
zur Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes von Tychonoff. — Um hieraus einen Beweis für 
. den Existenzsatz von Peano für die Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung zu 

erhalten, führt Verf. im Raum % der stetigen Funktionen eine Metrik ein, derart daß die 
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Konvergenz im Sinne dieser Metrik topologisch äquivalent ist mit der gewöhnlichen Konver- 
genz in einem Gebiet. D des R„, so daß in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von D gleichmäßige 
Konvergenz herrscht. Die Teilmenge der gleichmäßig beschränkten Funktionen aus 3 wird 
so zu einem lokal fastkonvexem Raum. L. Schmetterer. 

Sato, Tokui: Ein Fixpunktsatz im Funktionalraum. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü 
Univ., Ser. A 5, 65—67 (1950) [Esperanto]. 

Verf. führt im Raum % der stetigen Funktionen (vgl. vorsteh. Referat) 
einen Umgebungsbegriff ein, welcher den Raum zu einem Hausdorffschen macht. 
Damit verallgemeinert er ein Resultat, welches im Umkreis der im o. a. Referat 
zuletzt genannten Ergebnisse liegt. L. Schmetterer. 


Hukuhara, Masuo: Eine Familie stetiger Funktionen und ihre Abbildung. 
Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 5, 61—63 (1950) [Japanisch]. 

Let a family F of E”-valued functions f(x), defined and continuous on a 
set of E*, be convex and closed with respect to the topology defined by the uni- 
form convergence in wider sense. Let a mapping 7 from F in F be continuous 
and satisfy the conditions: (i) for any z€ X, the set {(T f) (2); f€ F} is bounded, 
(ii) the set {T f; F€ F} of functions is equi-continuous. Then, by applying A. Ty- 
chonoff’s fix point theorem (this Zbl. 12, 308), the author proves that 7 admits 
at least one invariant point. K. Yosida. 


Kowalsky, Hans-Joachim: Differenzenquotienten in lokalkonvexen Vektor- 
räumen. $.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1950, 13—32 


(1951). 
Ein auf E. Hopf zurückgehender Satz über die Darstellbarkeit eines n-ten Differential- 
quotienten einer Funktion x(r) als Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten [Tg, . ..,Tn]& 


für 7g,...,%n > r wird auf den Fall verallgemeinert, daß x eine eindeutige Abbildung eines 
Teilgebiets @ eines topologischen Körpers K der Charakteristik 0 in einen topologischen Vektor- 
raum R über X bildet. Die durch die Topologie von K in dem (etwa in K enthaltenen) 
Körper K, der rationalen Zahlen erzeugte Relativtopologie falle mit der gewöhnlichen zu- 
sammen. Jede Umgebung in R sei konvex, d.h. enthalte mit «a und 5b auch die aus den Punkten 
Aa+(1—})b, AEK, 0 <ASIT bestehende „K,-Strecke“. Auf Grund der vorliegenden 
Arbeit und einer späteren Berichtigung existiert dann der Grenzwert des n-ten Differenzen- 
quotienten gleichmäßig in @, wenn x in G n-mal gleichmäßig differenzierbar ist und die n-te 
Ableitung dort beschränkte (erste) Differenzenquotienten hat. Umgekehrt folgt aus der 
gleichmäßigen Existenz des Grenzwertes des n-ten Differenzenquotienten die n-malige gleich- 
mäßige Differenzierbarkeit und die gleichmäßige Stetigkeit der n-ten Ableitung. Ein ähnliches 
Ergebnis bezieht sich auf den ‚gebundenen‘ Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten, 
bei dessen Bildung die 7, gewissen Nebenbedingungen genügen. Als Hilfsmittel in den Beweisen 
treten Taylorsche Entwicklungen auf, deren Restglieder durch Integrale über K,-Strecken 
dargestellt werden. K. Krickeberg. 


Alexiewiez, A.: On differentiation of veetor-valued funetions. Studia math. 
11, 185—196 (1950). 

Die in dieser Arbeit aufgestellten Erweiterungen von Ergebnissen von Pettis (dies. 
Zbl. 21, 326) über die Zusammenhänge zwischen schwacher und starker Differenzierbarkeit 
einer eindeutigen Abbildung @ einer Menge E reeller Zahlen in einen Banachschen Raum X 
bestehen vor allem darin, daß die Voraussetzung, 9 sei von beschränkter Variation, durch 


die Bedingung (1) lim II(pte +Ah) — olt))A|| <+ © für jedes TEE ersetzt wird und 


daß die „schwachen“ Differenzierbarkeitsvoraussetzungen nur „approximativ“ zu gelten 
brauchen. £, sei eine Teilmenge des dualen Raumes Z von X, und für jedes x € X gelte Ile]| = 
sup|&(x)|, wobei & alle endlichen Linearkombinationen aus &, mit ||E||= 1 durchlaufe. 
p heißt &,-schwach differenzierbar in einem Punkt {€ E mit der Ableitung x, wenn für 
jedes &€ Z, die zusammengesetzte Funktion & op dort differenzierbar mit der Ableitung 
& (x) ist. Die starke Differenzierbarkeit von @ in it wird sinngemäß durch die starke Konver- 
genz der Differenzenquotienten gegen x definiert. @ heißt Z,-pseudodifferenzierbar gegen 
die Funktion y, wenn für jedes &€ 5, die Funktion & o pin fast allen Punkten t€ E differen- 
zierbar mit der Ableitung &(y(£)) ist. Analog werden die entsprechenden approximativen | 
Differenzierbarkeitsbegriffe erklärt. Die Hauptergebnisse lauten nun: Ist g meßbar in E 
(d.h. Einschränkung einer im Sinne von Bochner, dies. Zbl. 7, 109, meßbaren Funktion 
auf E) und Z,-approximativ pseudodifferenzierbar gegen y, hat y, evtl. nach Abänderung | 
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innerhalb einer Nullmenge, einen separablen Wertevorrat und gilt (2) lim ap ||(p(t-+ Rh) — 
h>0 


P(t)) AT1|| < + > für jedes t € E, so ist @ fast überall in Z approximativ stark differenzierbar 
gegen y. Ersetzt man (2) durch (1), so wird sogar fast überall stark differenzierbar gegen y, 
und zwar auch ohne die Voraussetzung der Meßbarkeit von @. Einige Spezialfälle und Fol- 
gerungen, in deren Voraussetzungen die £,-schwache oder die schwache (d.h. Z-schwache) 
Differenzierbarkeit von @ auftreten, werden angegeben; insbesondere sind im letzten Fall 
die Voraussetzung (1) und die über die Separabilität des Wertevorrates der Ableitung von 
selbst erfüllt. Am Schluß finden sich Anwendungen auf Folgen reeller Funktionen. 
9. K. Krickeberg. 
Sebastiao e Silva, J.: Integration und Derivation in Banachschen Räumen. 
Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 1, 117—166 (1950) [Portugiesisch]. 
L’A. expose quelgues questions de calceul differentiel et integral dans les 
espaces de Banach reels ou complexes. Soient EZ et F deux espaces de Banach 
et 2(E,F) l’espace des operateurs lineaires continus de # & F. Pour une fonction f 
definie dans E et & valeurs dans %(E,F), on definit l’integrale ‚‚curviligne‘ 


Stx) de. Si f est la derivee (equivalente ä la differentielle de Frechet) d’une 
Mn 


fonction @ definie dans E et prenant les valeurs dans F, et si f est integrable 
le long de I, ona [ f(x) de = gp(b) — p(a), a, b etant lesextremites de I". Cette 
, 2% 


egalite est utilisee comme formule de Lagrange. On definit les derivees d’ordre 
superieur et l’on etablit la formule de Taylor. Les derivees partielles sont uti- 
lisees dans le theoreme des fonctions implicites. L’A. se refere essentiellement 
aux ouvrages de L.M. Graves, T.H. Hildebrandt et M. Zorn, mais ignore 
ceux de M.Kerner et M.K. Gavurin. @. Marinescu. 


Sebastiao e Silva, J.: Nachtrag zu dem Artikel „Integration und Derivation 
in Banachschen Räumen‘. Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 1, 401—402 
(1951) [Portugiesisch]. 

Quelques erreurs de l’article cite (ref. ant.) sont corrigdes et l’on ajoute & 
la bibliographie M. Kerner et A.D.Michal-V.Elconin. @. Marinescu. 


Sirvint, @.: Weak compactness in Banach spaces. Studia math. 11, 71—94 


1950). 

| This paper, published after the death of the author, was prepared for publication by 
A.Alexiewicz. Some of the results were previously published by the author without proofs 
(G. Sirvint, this Zbl. 24,40). The equivalence of a separable Banach space E# to a subspace 
of the space (is exploited to obtain conditions for the weak compactness of a subset of E. 
4.2. Theorem. A subset R of a separable Banach space is weakly compact if and only if 


lim lim |/„(z)| = 0 for each sequence fı, fg, -.., of elements of the space E*, convergent 
n>9© i>o 3 
to VO in the whole of E, and for arbitrary &; € R. A sequence fı, fg, -.., ofreal valued functions 


defined on a set @is said to u-converge to 0 on the set@Gif, given any e> (0, there exist 
BE fla)) < e. With the notation of 4.2. it 
t=1 


n 
4=20,7=1,2,...,n, such that NY = 1, sup 
i zeG 


i=1 
is proved that Ris weakly compact if and only if fı, fa, ... is u-convergent to 0 on R. Related 
results are proved concerning weak convergence and weak complete continuity. In particular, 
a necessary and sufficient condition is given, in terms of the conjugate operation, for a linear 
operation into a separable Banach space to be weakly completely continuous. The general 
form of weakly completely continuous operation is given for certain special spaces. There 


. are two misprints. In 4.2. Theorem, f„(x) should be f„ (2); in 5.1. Lemma, the second E should 


be E*. F.F. Bonsall. 


Kovanko, A. $S.: Zur Frage der Konvergenz von Funktionenfolgen im Sinne 


der Weylschen Metrik Dy,. Ukrain. mat. Zurn. 3, 465—476 (1951) [Russisch]. 
a+T 


1 1/w 
Es sei Dg (,Y9)= sup far fire - (x) |® de) der Stepanoffsche und 
= —- o<a<xo | zu, 


Dr, (hp)>= lim D5,6; 9) der Weylsche Distanzbegriff im Raum der Funktionen der 
T>» 


Klasse L„. Verf. hat früher schon [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 43, 275—276 (1944) und 
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Uspechi mat. Nauk 3, Nr. 5 (27), 161— 162 (1948)] bewiesen, daß nicht jede Dwa-Fundamental- 
folge im Weylschen Sinne konvergiert. In Verschärfung der klassischen Definitionen werden 


hier die folgenden Begriffe eingeführt: Eine Folge {f(z)} der Klasse L„ heißt Dw -gleich- 
mäßig fundamental, wenn es zu vorgegebenem e>0 ein T,= T,(e) gibt, so daß für alle 


TR, lim Ds Urs fm) <e ausfällt; sie heißt Dw „gleichmäßig konvergent, wenn ebenso 
| | 

lim DZ (f,fn) <e wird für eine gewisse Funktion f(x). Es wird sodann bewiesen, daß diese 
o 


beiden Begriffe übereinstimmen. An dem Beispiel der Folge: j„(x) = 1 füirnsxren- SB 
f(x) = 0 sonst, wird gezeigt, daß eine Dw „gleichmäßig konvergente Folge nicht Ds ‚kon- 
vergent zu sein braucht. Ein zweites Beispiel: /„(x) = 1 für O<xz<n, fr(2)= 0 sonst, 
zeigt, daß eine Dw „konvergente Folge nicht Dw „gleichmäßig zu konvergieren braucht. Ein 
letztes Beispiel zeigt, daß eine Weylsche Fundamentalfolge nicht im Weylschen Sinne zu 


konvergieren braucht: f(x) = & Yr(x), wobei Yr(x) eine periodische Funktion mit der 
k=1 


Periode 2k! ist, die im Intervall —k!<x<k! folgendermaßen definiert ist: Px(X) = 
k- %+lfür _kY + 1/®H1<a< —ki+ 1/2 und für kt — 1/#<a<k!— 1/#H1, a(a)=0 
sonst. H. Schwerdtfeger. 

Vulich, B. Z.: Über die Konkrete Darstellung der halbgeordneten Lineale. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 189—192 (1951) [Russisch]. 

On emploie la terminolosie du livre de L. V.Kantorovitch, B. Z. Vulich, 
A.G.Pinsker, L’analyse des espaces semi-ordonnes (Moscou 1950, ce Zbl. 37, 
72). Soit X un K-lineal (lattice vectorielle) archimedien, ayant un element unite, 
X, l’ensemble des elements bornes de X, C(Q) l’espace des fonctions continues 
bornees sur le bicompact Q, isomorphe & X,. On demontre: X est isomorphe & 
une extension Üx(Q) de CÜ(Q), comprenant des fonctions continues qui prennent 
les valeurs 4 ©© sur un ensemble rare. L’espace O&(@) de toutes les fonctions 
avec cette propriete est l’extension maximale de C(Q). G. Marinescu. 


Dixmier, J.: Sur ecertains espaces eonsideres par M. H. Stone. Summa Brasil. 
Math. 2, 151—182 (1951). 

A compact space Eis called stonian if the totality of continuous functions on E consti- 
tutes a complete lattice by the usual semi-order (M. H. Stone, this Zbl. 3%, 169). A stonian 
space is called hyperstonian if the union of the carriers of the positive normal measures on E 
is dense in #. Here a countably additive (for Baire sets) measure 4 is called normal if and only 
if every non-dense set is of ı-measure zero. Proposition 9 states that a stonian space E is 
uniquely decomposable into three parts E,, B,and E, such that: (i) there exists in E, a dense 
set of first category and every normal measure in E, is 0, (ii) E, is hyperstonian, (iii) in Z, 
every set of first category is non-dense and every normal measure is 0. Two characterizations 
of the hyperstonian spaces are given; firstly as the spectrum [Gelfand-Raikov, Mat. 
Sbornik, n. Ser. 13 (55), 301—316 (1943); K. Yosida, Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 356-359 
(1943)] of the self-adjoint algebra L®(R, u) of all the essentially bounded measurable (with 
respect to u) functions on a locally compact space R, and secondly as the spectrum of a self- 
adjoint algebra of operators on a properly chosen Hilbert space. Also, a stonian space is charac- 
terized as the spectrum of the self-adjoint algebra of the totality of bounded Baire functions 
(modulo those functions vanishing on a set of first category) on a Hausdorff space. In this 
manner, an example is given of a stonian space which is not hyperstonian. K.Yosida. 


Nachbin, Leopold: Linear eontinuous funetionals positive on the inereasing 
eontinuous functions. Summa Brasil. Math. 2, 135—150 (1951). 

L’A. appelle espace compact ordonne un espace compact E muni d’une relation d’ordre 
pour laquelle G, partie de E x E representant la relation d’ordre, est fermee sur Ex EB. 
Appelant ensemble croissant (resp. decroissant) tout ensemble de Z qui avec un de ses elöments 
x contient tous les elements y=Zx(resp. ys x)l’A. etablit: „„Deux ensembles fermes disjoints 
respectivement croissant et decroissant possedent deux voisinages disjoints respectivement 
eroissant et decroissant“. L’A. dit alors que E est normalement ordonne (Pour l’ordre discret 
E est normal au sens usuel s’il est normalement ordonn£). I] demontre encore: 1 °) „La condi- 
tion necessaire eb suffisante pour que H soit normalement ordonne est qu’a tout couple d’en- 
sembles fermes disjoints respecetivement croissant et decroissant on puisse faire correspondre 
une fonetion reelle continue croissante valant O0 sur l’ensemble decroissant et 1 sur l’ensemble 


eroissant. (Generalisation du theoreme d’Urysohn). 2°) Si les fonctions reelles @ et y sont 
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Vune, @, semi-continue superieurement, l’autre, y, semi-continue inferieurement, que l’une 
des deux est croissante, il existe si  < y une fonction reelle continue croissante telle que 


P<F<yetsipsytelleque g<f<y. es resultats preliminaires lui permettent d’etablir 


le theoreme: „Soit E un espace compact ordonne et u une mesure de Radon sur £ telle que 
toutes les fonctions reelles continues croissantes sur E aient une integrale positive relative- 
ment & u. Il existe alors une mesure de Radon positive v sur l’espace localement compact 


G — A (A diagonale de Ex E) de masse totale finie ||v|| = } |||] et telle que Sr du(t) = 
E 

J vw — f(x)} dv (x,y) pour toute fonction reelle continue f sur E“. A. Revuz. 

G— 


Vajnberg, M. M.: Über die schwache Stetigkeit der Funktionale und ihrer 
Gradienten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 841—844 (1951) [Russisch]. 

Soit / une fonctionnelle definie dans une sphere D d’un espace de Banach 
et F son gradient (l’operation qui a tout x € D fait correspondre la differentielle 
de Frechet df(x; h)). On demontre les theoremes: Si F est compacte dans D, 
alors f est faiblement continue. Si F est uniformöment continue dans D, alors 
df(x;h) a un reste uniforme. F est faiblement continue dans D si et seulement 
si elle est compacte et uniformement continue. (L’A. appelle continuite faible 
la continuite de la topologie faible a la topologie forte). G. Marinescu. 


Carafa, Mario: Espressione in forma finita di ogni funzionale analitico non 
lineare. Rend. Accad. naz. XL, Ser. IV 1, 93—111 (1951). 

Sia F[y(t)] un funzionale analitico (secondo Fantappie) non lineare, definito in una 
regione funzionale#. L’A. dimostra che per ogni elemento %,(£) di H esiste un opportuno 
intorno (A’, 0) tale che, per ogni funzione %(t) appartenente a tale intorno, il valore del fun- 
zionale #[y(t)] & espresso, mediante tre integrazioni definite e una derivazione, dalla seguente 
formula 


0) 1 1E Bon ‚E,vß,r) d 
| Fiu)=Flnd+rW=-|5, ee frrmelz IE ’) en ler 
6; Cı 03 


| 
| 
| 


| 


nella quale: 1°) la funzione u & l’indicatrice locale che si ottiene calcolando il valore del fun- 
zionale # su una particolare varieta analitica; 2°) la preparata generale 9 & data dal prodotto 


funzionale simmetrico 9 (£,v, r) = 5 j} : »,(- ne r) p(t) dt; 3°) la preparatrice gene- 
5 

ARE S 1 

rale P, e le funzioni ©, e P,(r, u) = & en 


k=0 


sono indipendenti dal funzionale # e da ogni 


altro elemento variabile a esso relativo. — Il procedimento con il quale viene stabilito questo 
notevolissimo risultato € nell’ordine diidee gia seguito dall’A. in altre proprie ricerche (questo 
Zbl. 41, 442). S. Oingquini. 
Birkhoff, Garrett: Moyennes des fonetions bornes. Colloques internat. Centre 
nat. Rech. Sei. Nr.24 (Algebre et theorie des nombres Paris 25. 9.—1. 10. 1949), 
143—153 (1950). SeAaR 
Ein auf einem Ring beschränkter Funktionen erklärtes Funktional 7'(f) = f heißt ein 
Mittelwert, wenn es folgende Eigenschaften besitzt: (Tl) T’(f+g9)= T(f) + T(g); (T2) 


| T(af) = «aT(f) für konstantes a; (T3) T(1) = 1; (T4) aus f >0 folgt T(f) 20; (T5) aus 
\ fn> f folgt T(f„)> T(f). Der Mittelwert T’' heißt ein Reynoldsscher Operator, wenn außer- 


dem noch (T6) T(f T(g)) = T(f) T(g) gilt. Es wird zuerst das Resultat von Kampe de 


\ Feriet neu hergeleitet, daß im Fall des Ringes A(E) aller Funktionen auf einer endlichen 
| Menge E zu einem T, das (T1) — (T'3) und (T6) erfüllt, stets eine Zerlegung von # in Teil- 


mengen E,,..., E, existiert, so daß T’(f) auf jedem Ex konstant ist. Ist der Funktionenring 


| der Ring aller reellen stetigen Funktionen C(X) auf einem kompakten Raum X [die Konver- 


genz in (T5) ist dann die gleichmäßige auf X], so gibt es zu einem Reynoldsschen Operator 7 


, eine Zerlegung zz in abgeschlossene fremde Teilmengen mit folgenden Eigenschaften: a) Es 
\ist x= y(zr) dann und nur dann, wenn m(x) = m(y) für jede Funktion m(x) mitm = T m 


| gilt; b) für jedes f ist f(®) eindeutig bestimmt durch die Werte von f auf der x enthaltenden 


Menge S(x, xr) der Zerlegung zz; c) f(x) ist konstant auf S(x, zz). Es wird dann eine ab- 


| strakte Verallgemeinerung betrachtet: A sei eine reelle kommutative Algebra mit Eins- 


‚element, die eine /-Gruppe bezüglich der Addition ist und noch einige weitere Voraussetzungen 


erfüllt. Es wird dann für einen Reynoldsschen Operator T der Ring A die subdirekte Ver- 


einigung von einfachen Ringen, auf denen 7 konstant ist. @. Köthe. 
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Silov, @. E.: Über reguläre, normierte Ringe. Trudy Inst. mat. Steklov, 


Nr. 21, 118 S. (1947). [Russisch]. 

Die Arbeit (Diss. 1941) ist der Strukturanalyse einer Klasse normierter Algebren ge- 
widmet. Die Einleitung bringt einen kurzen Abriß der Theorie der kommutativen normierten 
Algebren. So wird jede kommutative komplexe Algebra A mit einem Einselement e genannt, 
die zugleich ein Banachscher Raum ist und den Bedingungen ||= y|| s |||] III, Iell=1 
genügt. Die maximalen Ideale m von A sind sämtlich abgeschlossen und entsprechen einein- 
deutig den Homomorphismen e der (abstrakten) Algebra A auf die (eindimensionale) Algebra 
der komplexen Zahlen. (Letztere bildet hier eine triviale Ausnahme.) Gibt es nur ein einziges 0, 
so heißt A primär. Ein Ideal in A wird primär genannt, wenn es in genau einem m enthalten 
ist. Ordnet man jedem x aus A die durch &(e) = o(x) definierte Funktion & über der Gesamtheit 
(A) aller Homomorphismen g zu, so vermittelt x — x einen stetigen Homomorphismus 
von A in die (durch die Tschebyschewsche Norm) normierte Algebra aller beschränkten kom- 
plexwertigen Funktionen auf M(A), dessen Kern das Radikal von A genannt wird. M(A) wird 
durch die gröbste Topologie, die alle & stetig macht, zu einem bikompakten 7,-Raum. Jedem 
Ideal i in A kann die abgeschlossene Teilmenge F(i) = Nazi) zugeordnet werden. 1 ist 


zei = f 
genau dann primär, wenn F(i) einpunktig ist. Wird A durch x erzeugt, so ist e > &(e) eine 
Homöomorphie von M(A) in die komplexe Ebene. Die so gewonnenen bikompakten Teilmengen 
der Ebene werden durch den Zusammenhang ihres Komplements charakterisiert. A heißt 
regulär, falls es zu jeder Umgebung U eines beliebigen Elements o, aus M(A) stets ein solches ® 
gibt, für welches & in o, den Wert 1 annimmt und außerhalb von U identisch verschwindet. 
Aus den angeführten Beispielen seien folgende herausgegriffen: Die Gesamtheit C (B) aller 
stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem bikompakten 7',-Raum B mit den üblichen 
algebraischen Operationen und der Tschebyschewschen Norm; Die Gesamtheit V aller 
auf [O, 1] definierten absolut stetigen komplexwertigen Funktionen von beschränkter Variation 
und der Norm ||x|] = sup|x(t)| + varx (erzeugt durch t); Die Gesamtheit D, aller auf [0, 1] 

gu k 
definierten n-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit der Norm ||x|| = sup (2.7) 
(erzeugt durch t); Die Restklassenalgebra K,„ der komplexen Polynomalgebra nach dem durch 


z"*l erzeugten Ideal mit der Norm 193 Ru > |c»| (erzeugt durch 2). — Wenn A alge- 
v=—0 v0 
braisch in einer Algebra CÜ(B) enthalten ist und die Punkte von B trennt — z.B. ist dies 
für V’ und D, der Fall, wenn BR =[0, 1] gesetzt wird —, so ist die Zuordnung der Punkte p 
von B zu den Homomorphismen © > xz(p) eine Homöomorphie von B in M(A). Es wird nun 
ein allgemeines Kriterium dafür aufgestellt, daß bei dieser Zuordnung ganz W(A) erfaßt wird. 
(Speziell ist dies für C(B), V’ und D, der Fall.) Dann ist die konkrete Funktionendarstellung 
von A algebraisch durchdrungen, und es entsteht die Möglichkeit, Sätze aus der Analysis 
algebraisch zu formulieren. — Jedes endlichdimensionale A zerfällt in die direkte Summe 
primärer Algebren P,, die ihrerseits eineindeutig den Elementen von M(A) entsprechen. P; ist 
isomorph der Restklassenalgebra nach dem kleinsten in ni; enthaltenen Primärideal. In 
Kapitel I wird nun der allgemeine Fall untersucht. Hier tritt zunächst die Schwierigkeit! 
auf, daß es nicht allgemein zu jedem m ein minimales abgeschlossenes Primärideal zu geben! 
braucht. Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall brauchen die entsprechenden pri- 
mären Restklassenalgebren auch dann nicht mehr der Algebra der komplexen Zahlen isomorph 
zu sein, wenn A eine Algebra ohneRadikal ist. Für D, erhält man z. B. stets K„. Die AlgebrenC (B) 
kommen aber dem endlichdimensionalen Fall sehr nahe. Es wird mit einfachen Schlüssen! 
ein Resultat von Stone abgeleitet, wonach hier i— F(i) eine eineindeutige Abbildung der! 
Gesamtheit aller abgeschlossenen Ideale auf die Gesamtheit aller nichtleeren abgeschlossene 
Teilmengen von B darstellt. Speziell ist also hier jedes abgeschlossene Ideal als Durchschnitt 
maximaler Ideale darstellbar. Solche Algebren werden N-Algebren genannt. Zu ihnen gehört 
z.B. V’. Verlangt man nur, daß jedes abgeschlossene Primärideal maximal ist, so erhäl 
man den Begriff der N*-Algebra. Ist A eine reguläre Algebra ohne Radikal und F, eine nicht-} 
leere abgeschlossene Teilmenge von W(A), so gibt es ein kleinstes abgeschlossenes Ideal il 
mit der Eigenschaft F, = F(i), und zwar liegt x genau dann in i, wenn es eine Folge (zn)| 
gibt, für welche zwar ||x.|| > 0, aber jedes &, auf einer vollen Umgebung von F, mit & über-: 
einstimmt. Für F, = {o} erhält man so das kleinste in dem 0 zugeordneten maximalen Idea 
enthaltene abgeschlossene Primärideal Be. Zugleich lassen sich jetzt leicht neue Charakteri 
sierungen der regulären N- bzw. N*-Algebren ohne Radikal geben, mit deren Hilfe z.B. 
beweisbar ist, daß V’ eine N-Algebra ist. D, ist zwar keine N*-Algebra, es wird aber gezeigt, 
daß hier jedes abgeschlossene Ideal sich als Durchschnitt abgeschlossener Primärideale dar 
stellen läßt. Da selbst für reguläre Algebren A ohne Radikal das zugehörige „Feld“ der pri 
mären Algebren A/Be über dem topologischen Raum N(A) nicht zur Bestimmung von A aus 
reicht (V’ und &([0, 1]) liefern ja dasselbe ‚‚Feld“!), kann es auch kein allgemeines Verfahre 
geben, um — ebenso wie im endlichdimensionalen Fall — A aus dem „Feld“ der A/Bo aufzu 
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bauen. In Kapitel II wird nun der Übergang von B zu O(B) verallgemeinert: Liegt ein „‚Feld‘- 


__primärer Algebren A, über einem bikompakten T,-Raum B vor, so bezeichne &, A,die Ge- 


B 
samtheit derjenigen „Vektorfelder‘“ x auf B (bezüglich der N für welche 
||®]| = sup||x(p) || <> und > ?o(z(p)) stetig ist. ?0 bezeichne dabei das einzige Element 
aus (A,). & wird dann durch || || und die punktweise auszuführenden algebraischen Opera- 
tionen zu einer normierten Algebra. Der so gewonnene Begriff ist aber unbefriedigend. So 
hat & schon dann ein Radikal, wenn dies für ein einziges A, der Fall ist, ferner braucht B 
nicht ganz (A) zu erschöpfen. Man erhält aber vernünftige Ergebnisse, wenn man nur die 
Darstellung regulärer Algebren A ohne Radikal mit einer (ausgezeichneten) Erzeugenden x 
ansteuert. Dementsprechend setzt man für B eine bikompakte Teilmenge der komplexen 
Ebene mit zusammenhängendem Komplement, betrachtet auf B ein ‚Feld‘ A, primärer 
Algebren mit ausgezeichneten Erzeugenden x; und definiert 4’, als die abgeschlossene 
zEB 


Hülle aller Polynome von (?& + x;) in 2 A:. Der so gewonnene Prozeß erlaubt es z.B., D, 
z2€B 


aus seinen primären Bestimmungsstücken K,„ aufzubauen. Falls bei der Bildung von &’ 
eine gewisse Stetigkeitsbedingung erfüllt ist — 2 — || y:|| soll auf B für alle Polynome y von 


“ (ze + x.) unterhalb stetig sein —, so wird M(L&’) durch B ausgeschöpft. Diese Stetigkeits- 


bedingung ist automatisch erfüllt, wenn das ‚Feld‘ A,, x; aus einer regulären Algebra ohne 
Radikal mit einer Erzeugenden x hervorgeht. Die Klasse derjenigen regulären Algebren 
ohne Radikal mit einer Erzeugenden, die durch den Prozeß aus ihrem ‚Feld‘ aufgebaut 
werden können, wird durch die sogenannte O'-Bedingung charakterisiert. Diese ist genau 
darfh erfüllt, wenn für jedes y die Norm ||y|| gleich dem Supremum der „lokalen Normen‘‘ 
|| 4 |Je ist, wobei || ||e gleich dem Infimum der Normen derjenigen w ist, für welche ® auf einer 
vollen Umgebung von o mit % übereinstimmt. Ist umgekehrt bei der Bildung von 2’ die Stetig- 
keitsbedingung erfüllt und 2%’ eine reguläre Algebra ohne Radikal, so erfüllt 2’ die C-Bedin- 
gung. Selbstverständlich kann die &’-Bildung nichts über die Struktur der primären Algebren 
mit einer Erzeugenden aussagen. Für sie werden Darstellungen durch formale Potenzreihen 
herangezogen, wobei die Erzeugenden in die Unbestimmten übergehen und die Potenzreihen- 
koeffizienten stetig sein sollen. Notwendig und hinreichend für die Existenz einer treuen 
Darstellung dieser Art ist dann das Verschwinden des Durchschnitts der von den einzelnen 
Potenzen x” erzeugten abgeschlossenen Ideale i,. Diese Darstellbarkeit hängt nicht von der 
Wahl der Erzeugenden x ab. Der Prozeß &’ (und eine ähnliche Bildung 2%’) wird nun speziell 
für den Fall untersucht, in dem alle A,, x; mit ein und derselben primären Potenzreihenalgebra 
A,z zusammenfallen. (Die Elemente von &’ sind dann einfach Funktionen von B in 4). In 
der Arbeit wird das eben geschilderte abstrakte Gerippe mit einer Fülle von Beispielen und 
Einzelergebnissen umgeben, unter denen besonders die Verbindungen zur harmonischen 
Analyse hervorzuheben sind. L. Kaloujnine-K. Matthes. 


Silov, G. E.: Über stetige Summen endlichdimensionaler Ringe. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 27 (69), 471—484 (1950) [Russisch]. 


The present paper is based on earlier work of the author dealing with Banach 
algebras of functions on [a, b] and with continuous sums of Banach algebras (this 
Zbl. 39, 336). Let K” be an (n + 1)-dimensional Banach algebra consisting of all 
complex polynomials a + a X + ----+ &% X” with ordinary addition and multi- 
plication subject to the proviso that X"t! = 0, and with any norm (the totality of possible 
norms has not been determined). For allt,a st <b, let Kı bea Banach algebra of this kind, 


where the dimensionality has a finite upper bound over all ti. The continuous direct sum >23 'K: 
is the Banach algebra with a single generator X such that for every complex polynomial ?, 


' one has || P|| = sup ||P(X + t)||-. The entire algebra is then obtained by completing with 
astsb 


respect to this norm. The author makes a detailed study of these algebras: their maximal 
ideal spaces, conditions for semi-simplicity, and conditions under which they are algebras 


‚of type C are all described. E. Hewitt. 


Berezanskij, Ju. M. und 8. 6. Krejn: Hyperkomplexe Systeme mit kompakter 
Basis. Ukrain. mat. Zurn. 3, 184—204 (1951) [Russisch]. 

Les Aa. appellent syst@me hypercomplexe un anneau commutatif L de fonctions com- 
plexes sur un compact Q, m-sommables. La mesure m est supposee multiplicative par 


' rapport & une ‚„‚mesure de structure‘‘, C(A, B,t), analogue aux constantes de structure Ojx, 
(A, B sous-ensembles boreliens de Q,2€ 9): m(A) m(B) = 064, B,t)dm(t) (l’existence 


+ 


d’une mesure multiplicative en est prouvee). Le produit dans L est defini par (@* y)(t) = 
Sex) d, S y(s) d, O(E,, E,,t). Les fonctions complexes bornees mesurables qui satisfont 


- & la condition x(A)x(B) = [ 0(4,B,t) x(t) dt sont appell&es caracteres. Les caracteres 
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sont en correspondance biunivoque avec les id&aux maximaux par la relation (Ae+x) (M)= 


+ Ni x(t) x(t) di. Le systöme L est appel& normal s’il existe dans Z une involution generee 
par une involution dans @. Les caracteres d’un systeme normal sont des fonctions continues 
hermitiennes (y(t*) = x(t)) et forment un systeme ortogonal denombrable. Le radical d’un 
systöme normal est forme& par les el&ments x € L tels que x * yest annulateur de Z pour tout 
y€ L. Chaque systeme normal contient un sous-anneau hermitien dont les caracteres sont 
les parties reelles des caracteres de L. Les systemes L dont la base @ contient un element 
unite (un element o€Q tel que C(A, B,o) = m(A*"B)) sont semisimples (sans radical). 
@. Marinescu. 
Berezanskij, Ju. M.: Über einige normierte Ringe, die über Orthogonalpoly- 


nomen konstruiert werden. Ukrain. mat. Zurn. 3, 412—432 (1951) [Russisch]. 
Es werden Bereiche A {do, u} von Funktionen x(t) = % x;P;(t) betrachtet, 
j=0 


wobei P;(t) ein orthonormiertes Polynomsystem in einer beschränkten, abge- 
schlossenen Menge @ reeller Zahlen mit der Belegung do ist, P;(t)/u; gleichmäßig 
beschränkt ist für alle -tEQ, j=0,1l,..., und Y|2,|,; =||z()|| <&, 
0<w<it St <+*-. Ferner soll A ein Ring sein, d.h. aus z(t)E A, y(t)E A 
folgt [x(£) - y(t)JE A und weiter ||xy|| < ||®]|| ||y||- Ein Hauptresultat ist folgendes: 
Seien Atp(t) dt, u) und Ath(t) p(t) dt, u} solche Ringe, P,;(t), Px(t) die ent- 
sprechenden Polynome. Sei h(t) >0 (tE Q), h’(t) beschränkt, 1/h(t)E A {p(t) dt, u} 


und Fa P,t)p()dlu;sk; (5=0,1,...) gleichmäßig für sEQ, 
Q 


wobei 3 k;< 00. Dann ist der Operator U, definiert durch (Ux),;, = 
f «k) P;(t) hp dt, stetig, und ebenso für den inversen Operator. Von diesem Re- 
Q 


sultat werden noch Anwendungen auf den Fall gemacht, wo die P; ultrasphärische 
Polynome sind. K. Prachar. 


Mil’man, D.: Zur Theorie der Ringe mit Involution. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 76, 349—352 (1951) [Russisch]. 
Various applications are announced of the Krein-Mil’'man theorem to the 


theory of representations of complex Banach algebras with an involution. 
E. Hewitt. 


Stone, M.H.: On the foundations of harmonie analysis. Fysiogr. Sällsk. 
Lund Förhdl. 21, Nr. 17, 152—172 (1951). 

Einige grundlegende Sätze über die harmonische Analyse auf lokalkompakten abelschen 
Gruppen werden vom Standpunkt der Spektraltheorie der normierten Ringe und des Weier- 
straßschen Approximationssatzes aus bewiesen. — Zur Darstellung R der Gruppe @ über 
dem Hilbertraum 9 gehört 1) die von den Bildern U(x) der xz€ @ bei R schwach-abgeschlossen 
erzeugte Algebra Az von beschränkten Transformationen von 9, und 2) die von den Bildern 
der p€ L,(G) bei dem stetigen Homomorphismus @ > Ay € Ar, mit (Ag &,n) = Lx«(p(x)* 
(U(x) &,n)), normabgeschlossen erzeugte Algebra Ar < Ar. [Allgemein bezeichne L;(y(x)) 
das invariante Integral Z auf @, erstreckt über x€ @.] Nach der Spektraltheorie der nor- 
mierten Ringe läßt sich Az auffassen als der normierte Ring CO (7x) aller stetigen, beschränkten 
komplexen Funktionen auf einem kompakten Raum Ir, und Ar als der normierte Ring 
Co(I’r) aller „im Unendlichen verschwindenden‘ stetigen, beschränkten komplexen Funk- 
tionen auf einem lokalkompakten Raum /'z, stetiges Bild einer offenen, überall dichten Teil- 
menge von I'r bei einer Abbildung ®. Für die so gegebene Abbildung 9— @ von L,(@) 
in Oo(I'r) gilt die Formel 9 (9) = L.(p(x) (8, 9)), 7 € Ir, wobei (x,’) den Wert bei y der 
Funktion angibt, die zu € @ auf Grund der eben beschriebenen Zuordnung @ > Ar > O(Tr) 
gehört, wenn 7 = ®(y) ist. ‚Es zeigt sich, daß 7'z identifiziert werden kann mit einer Teil- 
menge der Charaktergruppe@von@, und die Topologie von !'z erweist sich als genau diejenige, 
die dabei von der üblichen Topologie von G auf /'r induziert wird. Insbesondere hat man 
G=T'r,falls R die reguläre Darstellung von @ ist. — Es werden nun der Satz von Plancherel 
und der Pontrjaginsche Dualitätssatz hergeleitet; hierzu wird zunächst eine explizite Be- 


schreibung des invarianten Maßes L auf @ gegeben, und zwar durch Definition L(x) — 


Zu... 
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| für gewisse spezielle { — L.(x(x) (x, 7)) und anschließende Fortsetzung. Ferner wird gezeigt, 
_ daß jede unitäre Darstellung von @ die Form U(x) = Al (x, x) dM hat, mit einem Maß M 


auf @, dessen Werte Operatoren des Darstellungsraumes sind, und daß, mit WEM EN Ey, 
<U(e2)E,&) = il (x, &) dus gilt. Hiermit wird dann, in Verallgemeinerung des Satzes von 


6 
Bochner, bewiesen, daß jede positiv definite Funktion p auf @ fast überall gleich N. (x, ©) du 


- . . . “ 
ist, mit einem geeigneten Maß u. ZumAbschluß wird der Taubersche Satz von Wiener gebracht, 


der besagt, daß ein Ideal } in 2,(G) genau dann gleich L,(@) ist, wenn es kein x € d gibt mit 
9(%) = L.:(p(x) (x, &)) = 0 für alle €. B. Banaschewski — Ernst Witt. 


Ito, Seizo: Positive definite funetions on homogeneous spaces. Proc. Japan 
Acad. 26, Nr.1, 17—28 (1950). 

Le but de cet article est d’&tendre les prineipaux resultats de Gelfand et Raikov 
sur les fonctions de type positif [Mat. Sbornik, n. Ser. 13 (55), 301—316 (1943)] aux fonctions 
definies sur des espaces homogenes. Pour celä, soient @ un groupe localement compact et 2 
un espace homogene de groupe @, isomorphe & G/H oü l’on suppose H compact; soit 9, un 
point fix& de 2 (par exemple, l’image dans @/H de e); !’A. definit une representation unitaire 
du systeme (Q2,@,p,) comme &tant formee d’un espace de Hilbert H, dont un point & est 
donne & l’avance, d’une representation unitaireo > U(c) de@dans H, enfin d’une application 
continue p—>[,de 2 dans H telle que £„—=L£, U(o)&» = Com pour p€ Q, o€@. Une telle 
rer est dite cyclique siles U (o) © engendrent A, et irreductible si la representation U 
de @ est. Enfin, une fonction f(p, q) definiesur Qx Q est ditede type positif si /(o(P),o(g)) = 


f(p,g) etsi SS re. g) z(p) x(g) dp dq >20 pour toute fonction x continue & support compact 
sur (2 (dp designe la mesure invariante sur 2); definition &quivalente: f(o(p), o(g)) = f(P, q). 
et f(o(?,), 2.) est de type positif sur @. — Si {H, U,Ü} est une representation unitaire au 
sens defini plus haut, la fonction f(p, q) = (&», Ca) est de type positif; on a ainsi une correspon- 
dance biunivoque entre fonctions de type positif sur Q et reprösentations unitaires cycliques. 
L’A. deduit de la que, comme dans le cas ou 2 = G,, toute fonction de type positif mesurable 
et borne&e coincide presque partout avec une fonction continue; d’autre part, les f continues 
de type positif telles que f(2,, 90) S 1 forment dans l’espace LX(Q2, dp) un ensemble convexe 
faiblement compact, dont les points extremaux non nuls (fonctions „elementaires‘‘) corre- 
spondent aux representations irreductibles. On a done comme dans le cas des groupes un 
theoreme d’approximation par les combinaisons lineaires de telles fonctions. L’A. montre 
aussi que, sur l’ensemble des f de type positif telles que f(9,, 9.) = 1, la convergence faible 
equivaut & la convergence uniforme sur tout compact (resultat dü a Raikov dans le cas 
des groupes). Enfin, on montre que toute fonction f(p, g) continue et „invariante“ sur @ x 2 
est approchable, uniform&ement sur tout compact, par des combinaisons de fonctions elemen- 
taires de type positif. Un appendice montre comment les r&sultats pr&cedents permettent de 
retrouver ceux de H. Weyl relatifs au cas ou @ est compact. [Note du rapport.: (1) Le cas 
ou Q est un espace de Riemann symetrique a &t& etudie plus en detail par Gelfand (ce Zbl. 38, 
274); (2) il est probable que, au moins lorsque @ est söparable, on peut (c’est vrai dans le cas 
des groupes) representer toute fonction de type positif par une integrale etendue & l’ensemble 
des fonctions &l&mentaires.] R. Godement (R.). 


Segal, I. E.: An extension of Plancherel’s formula to separable unimodular 
groups. Ann. of Math., II. Ser. 52, 272—292 (1950). 


@ sei im folgenden eine unimodulare lokalkompakte Gruppe. Jedem a € G entsprechen 
in der regulären Darstellung die Operatoren (L. f) (x) = f{a! x) bzw. (Ruf) (x) = f(x a) 
in$ — %,(@). Die durch die L, bzw. R, erzeugten schwach abgeschlossenen Operatoralgebren 
seien 2 bzw. R. Sie kommutieren, es st = NR, W = X, sei das gemeinsame Zentrum. 
Ist feine komplexwertige Funktion auf @, so sei L; der im allgemeinen unbeschränkte Operator 


in 9, der gin fxg = [ fy) g(y-! x) dx überführt. Ist f€E 9 und selbstadjungiert, d.h. 


f(x) = f(x), so ist L, stets hypermaximal und symmetrisch. Für alle Projektionen P in £ 


wird eine Funktion m(P) erklärt: Hat P die Form L; mit fE 9, P heißt dann endlich, so 
wird m(P) = || f||? gesetzt, andernfalls sei m(P) = ©. Es wird bewiesen, daß diese Funktion 
ein abzählbar additives Maß ist, und es gilt m(U* PU) = m(P) für unitäres TEL. m(P) 
heißt das duale Maß von @. Ferner gilt, daß jede Projektion in die kleinste obere Schranke 
endlicher Projektionen aus & ist. Nach der von Neumannschen Reduktionstheorie (dies. 
Zbl. 34, 61) ist 2 ein direktes Integral über einem Maßraum A von W*-Algebren %(A) in 


_ Hilberträumen 9(}), und es ist auch 9 = [ H(2) Ydo(}), und jeder Operator TEX ist 


2% 


direktes Integral über T(7) in 9(2). Es gilt nun, daß bis auf eine Menge vom Maß Null kein 
&(}) ein Faktor vom Typus III sein kann. Ist f€ 9, L, beschränkt, so ist L, direktes Integral 


‚über Operatoren F(A) € (2). Als Fouriertransformierte von f wird nun diese Funktion F(}) 


25 
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bezeichnet. Nach der von Neumannschen Theorie gibt es eine o(A)-meßbare relative Dimen- 
sionsfunktion daay> zu der eine relative Norm gehört, und für Operatoren U, V endlicher 


Norm in &(2) gibt es ein inneres Produkt (U, V);. Ist nun L, nicht beschränkt, so läßt sich 
die Fouriertransformierte F(A) durch einen geeigneten Grenzübergang aus dem beschränkten 
Fall so erklären, daß F(}) der vollständigen Hülle des Ringes der Operatoren endlicher Norm 


aus 2(A) angehört. Durch m(P) = f ai) de.) (P(2)) do(A) für die Projektionen PER wird 
eindeutig eine Funktion a(A) mit positiven Werten bestimmt, und es gilt damit für jedes 
f€ 9 und seine Fouriertransformierte F(A) die verallgemeinerte Formel von Planch erel 
[Ir@)® dx = S (Ft), F(2))2 a(2) do(A). Das Maßelement a(A) do(A) ist eindeutig bestimmt. 
Auch die entsprechende Parsevalsche Formel gilt. @. Köthe. 


Segal, I. E.: A class of operator algebras which are determined by groups. 
Duke math. J. 18, 221—265 (1951). 

Die folgenden Sätze sind typische Beispiele der gewonnenen Ergebnisse. 1. Eine Liesche 
Algebra M von Operatoren ist eine Gesamtheit von linearen Operatoren in einem Hilbert- 
raum mit den folgenden Eigenschaften. a) Es existiert ein gemeinsamer dichter Definitions- 
bereich ® für die Operatoren von M, welcher durch diese in sich transformiert wird. ® heißt 
ein Bereich von M. Für X EM ist der Operator (3 X)* selbstadjungiert. b) Für X, YEM 
und eine reelle Zahl « liegen die Operatoren X+Y,X Y— YX,aX in. Es sei nun U, 
eine stark stetige Darstellung der analytischen Gruppe @ in einem Hilbertraum 9. Dann 
existiert ein Homomorphismus dU der Lieschen Algebra ® von @ auf eine Liesche Algebra WM 
von Operatoren in 9, so daß für RE und x=exp(R), U,=exp(dU(R)), wo für XEM 
exp(X) = exp (i(? X)*). Es sei ferner p(%,, %s, . . ., %„) ein Polynom mit reellen Koeffizienten 
in den nicht-vertauschbaren Unbestimmten X;  =1,2,...,n) vom Grade <2, welches 
invariant bleibt, wenn man in jedem monomialen Glied die Reihenfolge der Faktoren um- 
kehrt. Vorausgesetzt, daß das linksinvariante Haarsche Maß auf G auch rechtsinvariant ist, 
hat der auf einem Bereich von M definierte Operator p (exp(i dU(R)),..., exp(i dU(R,))), 
R;€%, eine selbstadjungierte minimale Fortsetzung. Dieser Bereich wird definiert als die 


durch Elemente der Form U, x gebildete Linearmannigfaltigkeit, wo z€E 9, U; = fi f(s)Us ds, 
@ 


und f eine außerhalb einer kompakten Menge verschwindende, unendlich oft differenzierbare 
Funktion ist. 2. A. Es sei £. eine einparametrige Gruppe von *-Automorphismen der in einem 
Hilbertraum gegebenen C*-Algebra W, so daß La(U) für VEN stark stetig von & abhängt. 
Es sei ferner @ eine (algebraische und metrische) Isomorphie von X mit der Algebra C(T). 
der im Unendlichfernen verschwindenden Funktionen eines lokalkompakten Hausdorffschen 
Raumes !'. Für U € X setzen wir g(U)= gpr(y) (yE€T). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte 
Darstellung £&a der additiven Gruppe R! der reellen Zahlen als Homomorphismen von T, 
so daß p(da(U)) = Pr(&a(y)), und £&a(y) ist eine stetige Abbildung von R!XxT auf T. Wenn 
umgekehrt £. eine solche Darstellung von R! ist, dann definiert Ca(U) = 9"!(pr(£a(y))) 
eine einparametrige Gruppe von *-Automorphismen der Algebra X. B. Ein Zustand » auf X 
ist stationär (hinsichtlich £.), wenn o(La(U)) = w(U). w ist ergodisch, wenn es nicht als 
lineare Kombination mit positiven Koeffizienten stationärer Zustände dargestellt werden 
kann. Für jeden stationären Zustand w gibt es ein reguläres und (hinsichtlich &.) invariantes 


Maß u auf T, so daß »(U) = f p(U)du und u(T)=]1. w ist dann und nur dann ergodisch, 
Mi 


wenn die Gruppe &a ergodisch ist (hinsichtlich u). — Die physikalischen Interpretations- 
möglichkeiten der erhaltenen Resultate werden eingehend besprochen und diesbezügliche 
Beispiele angegeben. L. Pukänszky. 


Harish-Chandra: Representations of semisimple Lie groups. II, II, IV. Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 37, 362—365, 366—369, 691—694 (1951). 

II, III. Suite d’une note anterieure (ce Zbl. 42, 126). Soient G@ un groupe de Lie reel, 
connexe, simplement connexe, semi-simple, g, son algebre de Lie, g la complexification de 
90. Nombreux r&sultats tres importants (sans d&monstrations) concernant les representations 
de G@ dans un espace de Banach; on ne peut donner iei qu’un apergu trös approximatif. — Soit 
z une representation quasi-simple de @. On peut lui associer: I) son caractere infinitesimal Is 
caractere du centre 3 de ® (algebre enveloppante de 9); 2) une forme lineaire A sur une sous- 
algebre de Cartan ) de g, associee a x d’aprös les resultats d’un autre article (ce Zbl. 4%, 127) 
et definie aux operations du groupe de Weyl pres; 3) les classes de representations D de K 
(sous-groupe compact maximal de @) obtenues en d&composant x(K). Conditions necessaires 
et suffisantes reliant A et D qui assurent l’existence de x. Les conditions, utilisant une analyse 
detaill&e de g (basee en partie sur les rösultats d’Iwasawa), font intervenir un certain sous- 
groupe de K et les plus hauts poids des restrietions de D & ce sous-groupe. — Dans toute la 
suite, il ne s’agit que de repr6sentations quasi-simples irr&ductibles dans des espaces hilbertiens. 
Si z opere dans 9, soit 92 le sous-espace de dimension finie de 9 forme& des el&ments trans- 
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. formes suivant ® par z(K). Soit Ey le projecteur orthogonal sur ö2. Pourx€ @, soit 5 (X) = 
_ sp(Es (x) Ex) (fonction spherique). Renforcement d’un theoreme de la premiere Note: 
_ deux representations sont „‚infinitesimalement &quivalentes‘“‘ (ce qui, pour des representations 
unitaires, revient & dire qu’elles sont equivalentes) si et seulement si les fonetions spheriques 
(supposees non nulles) correspondant & une classe D sont proportionnelles. Expression inte- 
grale de p%, pour dim(®) = 1 et ® intervenant effectivement dans x, ä l’aide de la forme 
lineaire A eitee plus haut. — Limitation de dim(H») en fonction de dim(P). Pour dim(®) =1, 
 dim(92)=1.— Pour findefiniment differentiableä support compactsur G,a(f)=S fe) a(z) de 
5 „2 
a une trace, qui, consideree comme forme lineaire de f, est une distribution centrale sur @, 
le „‚caractere‘‘ T, dela representation. Pour que, et, soientinfinitesimalement &quivalentes, 
il faut et il suffit que x, et =, aient m&me caractere. Si f est de carre integrable & support 
compact, z(f) est un operateur d’Hilbert-Schmidt. — Les 7’, satisfont aux conditions sui- 
vantes: 1) T’, est centrale; 2) si a€Z (centre de @), la translatee de T„ para est n(a) T, 
ou z(a)=n(a)r(l); 3) siz€ 3, zT2=y(z) Tz (8, done 3, operent sur les distributions 
puisque les elements de ® sont des operateurs differentiels sur @). L’A. construit explieitement 
(referanta Gelfand et Najmark, ce Zbl. 35, 299; 3%, 153; 38, 17) des distributions T; veri- 
fiant ces conditions et conjecture que les T’„ sont des combinaisons lineaires des T;. — IV. 
Ici encore, il est impossible de reproduire les r&esultats annonces qui sont nombreux et exigent 
une avalanche de definitions. @ est un groupe de Lie semi-simple connexe; K est l’imageinverse 
dans la representations adjointe Ad d’un sous-groupe compact maximal de Ad(@); K* est 
un certain quotient compact de K, assez voisin de K; l’A. fait agir @ dans X*, donc dans 
l’esbace hilbertien L?(K*); d’oü une representation zu, de @ dans L?(K*), qui depend de deux 
formes lineaires u, v sur certaines sous-algebres de l’algebre de Lie de @; en prenant les re- 
presentations induites par x„, dans des sous-espaces stables de L?(K*), et les quotients irre- 
ductibles de ces dernieres, on obtient, a une „‚„Equivalence infinitesimale‘‘ pres, une classe tres 
vaste de representations irreductibles quasi-simples de @ qui est caracterisee completement 
(cor. du th. 1). Pour de telles representations x dans 9, l’A. donne une nouvelle limitation 
de la dimension du sous-espace Hz de 9 forme des elements transformes par x(K) suivant 
D (D etant une classe de representations irreductibles de dimension finie de X), et &tablit une 
relation entre le caractere infinitesimal de x et les coefficients matriciels des operateurs 
Ea,r(z) Ez,, ou Ez est le projecteur sur 92 suppose orthogonal (th. 2). Enfin, le th. 3 affirme 
que, sous certaines conditions, une representation „‚formellement unitaire‘“ de l’algebre de 
Lie de @ provient d’une representation unitaire unique de @. Travaux parus depuis sur ces 
questions: Godement, Trans. Amer. math. Soc. 73, 496—526 (1952); Harish-Chandra, 
ce Zbl. 51, 340. J. Dixmier. 


Hove, Leon van: Sur certaines repr@sentations unitaires d’un groupe infini 
de transformations. Acad. Roy. Belgique, Cl. Sei., M&m., Coll. 8° 26, Nr. 6, 
102 p. (1951). 


Es handelt sich um die Gruppe I’ aller unbeschränkt differenzierbaren Transformationen 
des (2n + 1)-dimensionalen 2 = (s, p,g)-Raumes, die die Form @ =ds — 2 p;dg; in- 
Fe 


variant lassen; die Beziehungen zu den ‚‚kanonischen Transformationen‘‘ der klassischen 
Mechanik sind leicht zu sehen. Die Transformationen y € I’ lassen das Volumenelement 
d.2 invariant; daraus fließt die (treue) Darstellung R:U,®(2)=®(y!2) von /!'durch unitäre 
Transformationen U., des Hilbertraumes aller quadratisch integrablen Funktionen ®(2). 
R zerfällt in die irreduziblen Darstellungen R'® (a reell, — © <a < + ©), wieder durch 
unitäre Transformationen des Hilbertraumes. — Jr bezeichne die Familie aller Funktionen 
f(p,g) — also aller ersten Integrale der „„Bewegungsgleichungen“, d. h. der charakteristi- 
schen Gleichungen der Form dw —, die unbeschränkt differenzierbar und von geeignetem 


Verhalten im Unendlichen sind. Die f€ J; entsprechen eineindeutig und isomorph im Sinne 


der Lieschen Verknüpfungen den einparametrigen Untergruppen Yw(—-o<r<-+to), 


* d.h. den infinitesimalen Transformationen von I‘. Vermittels der Darstellungen R, Ro 
entsprechen den f€J,. also nach Stone selbstadjungierte Operatoren H[f], H'"[f] mit 


Un = era Um = eir#® tl, Die Frage ist, ob sich diese Operatoren zu den quanten- 
Z T 


mechanischen in Beziehung setzen lassen. Setzt man für a=1/k (k=hj2n, h Plancksche 
Konstante) a-! H'[f]=K[f], so folgt aus der genannten Isomorphie K[f,] K[f,]-K [f,] K[f,]= 
hi KI(f,, f)] (Poissonsche Klammer), also insbesondere das formale Analogon K[p;] Klg;) = 
Kf[g]K[p]) = —- hi der quantenmechanischen Vertauschungsrelation. (Dagegen gilt für 
die schon von Koopman und von Neumann betrachteten H‘[f] das kommutative Ge- 
“ setz.) Indessen stimmt K[f] nicht mit dem quantenmechanischen, die Größe f(p,g) repräsen- 

. tierenden Operator überein, sondern beide unterscheiden sich um einen Operator als Faktor, 


25* 
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der für i = 1/a—0 um Glieder zweiter Ordnung vom identischen Operator abweicht. Verf. 
beweist allgemein, daß es keine unitäre Darstellung von /' gibt, für die die den infinitesimalen 
Transformationen zugeordneten selbstadjungierten Operatoren mit den entsprechenden 
quantenmechanischen übereinstimmen. Dagegen ist eine solche Übereinstimmung, und zwar 
in eindeutiger Weise, für diejenigen f zu erreichen, die in den 91, g; Polynome von höchstens 
zweitem Grade sind; diese korrespondieren mit den infinitesimalen Transformationen der 
Untergruppe L derjenigen y€/', bei denen die 9;, g; linear transformiert werden. 
H. König. 
Bargmann, V.: Irredueible unitary representations of the Lorentz group. Ann. 


of Math., II. Ser. 48, 568—640 (1947). 

Verf. untersucht d.e unitären Darstellungen der orthogonalen Gruppen © im R, und 
R, mit der indefiniten, hyperbolischen Metrik &9?— 21? — 25? und %, — 2° — 29° — %3” („Lo- 
rentzgruppen‘‘). Abgesehen von physikalischen Anwendungen in der Theorie der Elementar- 
teilchen, handelt es sich um aufschlußreiche Beispiele von nicht-kompakten Gruppen, deren 
unitäre Darstellungen notwendig nicht-endlich sind. Das Gruppenelement «€ © wird durch 
einen unitären Operator U(a) über einem Hilbertraum $ dargestellt. Dieser wird aufgefaßt 
als Funktionenraum über einer Mannigfaltigkeit M, auf die die Gruppe © (oder eine isomorphe) 
anzuwenden ist; für f({x2)€E9, zEM ist U(a) f(x) bis auf einen Faktor (,„Multiplikator‘“) 
definiert als U (a) f(x) » f(a-! x). In Teil I werden die allgemeinen Gesichtspunkte diskutiert 
und sodann nur der Fall des R, weiter verfolgt. Die Ergebnisse gipfeln in einer Aufzählung 
und Klassifikation aller unitären Darstellungen. Der Regeltyp kann aufgefaßt werden als 
Darstellungen der (isomorphen!) Gruppe projektiver Transformationen des Einheitskreises 
in sich, daneben exisitert im AR, ein Ausnahmetyp, der als Darstellungen konformer Transfor- 
mationen (Kreisverwandtschaften) des Äußeren des Einheitskreises in sich betrachtet werden 
kann. Die analytische Durchführung geschieht mit Hilfe des Öasimirschen Operators der Gruppe 
und nach Übergang zu Spinoren parallel zur bekannten, an die Dimensionszahlen 3 und 4 
gebundenen elementaren Behandlung der endlichen Darstellungen, unter entsprechender, 
die Hauptlast bedeutender, Verfeinerung hinsichtlich der Spektraleigenschaften der Opera- 
toren. Die Matrixelemente werden explizit angegeben in einer Weise, die unmittelbar den 
Vergleich mit denen der (nicht-unitären) endlichen Darstellungen erlaubt, ferner ist ihr asyın- 
ptotisches Verhalten diskutiert. F._L. Bauer. 


Gel’fand, I.M. und 8. V.Fomin: Unitäre Darstellungen Liescher Gruppen 
und Strömungen von Geodätischen auf Flächen konstanter negativer Krümmung. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 771—774 (1951) [Russisch]. 

Announcement of results set forth completely in a subsequent publication 
(this Zb1.48, 92). E. Hewitt. 


Fomin, $.: Über dynamische Systeme mit reinem Punktspektrum. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 29—32 (1951) [Russisch]. 

Let X be the [compact] character group of a countable discrete subgroup A 
of the additive real numbers R. For t€ R, let $; be the transformation of X onto 
itself such that ($,x(A) =e'*y(A) for ally€ X and A€ A. The dynamicalsystem 
obtained in this way is called canonical. For a metric description of all canonical 
systems, see v.Neumannand Halmos, Ann. of Math., II. Ser.43, 332—350 (1942). 
The author here investigates topological properties of a dynamical system with 
pure point spectrum (p. p. s.) which is homeomorphic to some canonical system. 
Typical theorems are the following. A compact and strietly ergodic dynamical 
system Q with p. p.s. A can be continuously mapped onto a canonical system 
with speetrum A if and only if A admits a complete system of continuous eigen- 
functions. Every compact and strietly ergodic system satisfying a certain sta- 
bility condition is homeomorphic to a canonical system. An application is made 
to trajectories on the torus. Proofs are only sketched. E. Hewitt. 


Barbasin, E. A.: Über die Homomorphismen dynamischer Systeme. II. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 29 (71), 501—518 (1951) [Russisch]. 

For Part I, see this Zbl. 39, 339. Let R be a locally compact, separable metrie space, 
I the additive group of real numbers. Let f(p, t) be a continuous funetionon RXI to R such 
that f(p, to) is a homeomorphism of R onto R for every t,€ I and such that f(p,t, + ı)) = 
ff», 11), 15) for all pE.R and t,,t,€ I. (This is the usual definition of a dynamical system 
R) on R.) A real-valued function g on R such that p(f(p, t)) = p(p) + At for some AEI 
is called an J-homomorphism of (R). Homomorphisms of (R) onto the group X of real numbers 


3 389 
modulo t are defined analogously. An J- or K-homomorphism with A = 0 is called admissible. 
_ Theorem: A dynamical system (R) has an admissible /-homomorphism if and only if there 
exists an isomorphice dynamical system (S) for which trajectories go over into parallel lines 
of an inner product space. A section of R is a closed subset F of R such that every trajectory 
in R meets F in exactly one point. An I-section (K-section) of (R) is any set p(p) = const. 
for an admissible /- (K-) homomorphism of (R). The author next discusses the structure 
of I-and K-sections. Typical theorem: if R is n-dimensional and compact, then every K-sec- 
tion has dimension (n — 1). If Ris simply connected, locally arcewise connected, and locally 
simply connected, and if R has an admissible X-homomorphism, then R also has an admissible 
I-homomorphism, the J/-sections being components of the K-sections. Covering systems 
for dynamical systems are introduced and used to study properties of the original system. 
E. Hewiit. 

Majer, A. G.: Über zentrale Trajektorien und ein Problem von Birkhoff. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 26 (68), 265—290 (1950) [Russisch]. 

Let 2 be a dynamical system. Let O denote the operation of taking the 
elosure of the union of the limit trajectories, and let ß(Q2) be the least number 
of times that the operation O must be repeated in order to obtain invariance 
under O. It is known that (2) is a countable ordinal number. The main result 
of the present paper is that for every countable ordinal number «, there exists 
a dynamical system (on the 3-dimensional torus satisfying a Lipschitz condition 
for«wbich ß(2) =a. This verifies a conjecture made by G.D. Birkhoff. 

E. Hewitt. 

Cotlar, Mischa und R. A. Rieabarra: Über Transformationen von Mengen 
und Operatoren von Koopman. Revista Un. mat. Argentina 14, 232—254 (1950). 

(C£. the authors’ previous article, this Zbl. 3%, 76.) Let EZ be a set, K a o-field of subsets 
of E, m a countably additive positive measure on K with m(E) =1. If h:E — E is such that 
h(X)€ K and m{h(X)} = m(X) whenever X € K then the Koopman operator T, associated 
to Ah is the transformation on L?(m) defined by (Tu f) (P) = f{h(P)}, [€ L?(m) and P€EE 
(usually the consideration of 7, is restrieted to the case in which h=1: #H — E exists and is 
K- and m-preserving so that 7, is unitary). A linear continuous operator 7 on L?(m) is said 
to be equivalent to a Koopman operator if there are E’, K’,m’ and a Koopman operator T’ 
on L?(m’) such that VT = T’V, V being a linear homeomorphism between L?(m) and L?(m’) 
which, when restricted to characteristie functions of measurable sets, induces a o-isomorphism 
between K and K’. The authors extend a well-known fact remarked by von Neumann by 
showing that 7 is equivalent to a Koopman operator if and only if T(fg)= T(f) T(g) and 
one of the ergodice theorems quoted by them is satisfied. A large part of this article is 
devoted to the study of three ergodic decompositions of E with respect to a normalized coun- 
tably additive and multiplicative set function T: K— K and their applications to recent 
results of Dunfordand Miller [Trans. Amer. math. Soc. 60, 538—548 (1946)]Jand R.N. Dow- 
ker (this Zbl. 29, 144). L. Nachbin (R.). 

Albertoni, 8. e. M. Cugiani: Sul problema del eambiamento di variabili nella. 
teoria delle distribuzioni. Nuovo Cimento, Ser. IX 8, 874—888 (1951). 

Besprechung in dies. Zhl. 50, 339. 

Garnir, H. G.: Sur la formulation des problemes aux limites dans la theorie 
des distributions. I, II. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 20, 497—513, 639—649 (1951). 

L’A. considere un operateur lindaire L(0/9x) & coefficients constants et 
l’equation correspondante (*) L(0/0&) u=m(x); w(x) inconnue, m(x) second 
membre. Il montre qu’un probleme aux limites relatif & (*) peut &tre ramene 
ä la resolution d’une &quation (**) TIL(—9/9x) y] EM(p) ou T(p), € D(R,) 
est une distribution inconnue, M(p)€ D(R„) une distribution dependant de 
m(x), des conditions ä la frontiere et eventuellement des conditions initiales. 
La relation (**) n’a lieu que pour des @ particulieres verifiant certaines condi- 
tions & la frontiere, supposde suffisamment reguliere. L’A. indique comment 
on peut construire ces p dans des cas usuels. Il considere specialement les pro- 
blemes de Dirichlet, de Neumann et de Robin et &tudie la relation existant entre 
la distribution T() solution du probleme aux limites generalise et la fonction 

“solution, si elle existe, du probleme aux limites classique correspondant. 
Fl. Bureau. 
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Garnir, H. 6.: Sur deux &quations de la theorie des distributions. Bull. Soc. || 
Roy. Sei. Liege 20, 650—666 (1951). j | 

Suite de l’artiele precedent. L’A. montre que la connaissance d’une distri- | 
bution resolvante convenable permet de resoudre l’equation (**) & laquelle se || 
ramenent les probl&mes aux limites pour un operateur hyperbolique. Il indique || 
comment on peut obtenir cette distribution r&solvante en utilisant une transfor- 
mation de Laplace partielle par rapport au temps. Fl. Bureau. | 


Garnir, H. 6.: Sur une forme gen6rale des distributions resolvantes des opera- | 
teurs linsaires A eoeffieients constants. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 20, 693—706 |) 
(1951). 
Soit T(p)€ D’(R,„) la distribution resolvante d’un operateur L(9/9x),. 
0/9x = (09x, . ., 0/0); cette distribution verifie TLL(—9/0x) p(x)] = P (0) | 
quelle que soit p(x) € D(R,„). L’A. donne une expression de cette distribution | 
resolvante dans le cas d’un operateur L admettant au moins un domaine connexe I" 
de valeurs de ztelles que L(x-i y) ne s’annule pour aucune valeur de y(J.Leray). | 
Le support de la distribution introduite est le cöne reciproque du cöne directeur 
de I’. A titre d’exemples, l’A. etudie la distribution resolvante de quelques op£ra- | 
teurs classiques. Fl. Bureau. 


Checeucei, Vittorio: Sui fondamenti del ealeolo con matriei infinite. Ann. | 
Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. Ser. 4, 205—222 (1950). | 
Verf. entwickelt eine Theorie der unendlichen Matrizen zum Zwecke der Lösungen | 
von unendlichen Gleichungssystemen. $, sei der Hilbertraum der Folgen komplexer Zahlen, 
summierbar von p-ter Potenz. & bedeuten horizontale, x&-ı vertikale Reihen, A Matrizen. 
In $1 werden bekannte Tatsachen über den 9, angeführt. Bei Produkten von Matrizen 
wird naturgemäß verlangt, daß ihre Elemente einen Sinn haben, indem Verf. fordert, daß 
Zeilen und Spalten der Faktoren dualen Räumen angehören (vom Verf. als ‚„Landausche 
Bedingung“ bezeichnet). Damit das assoziative Gesetz gilt, muß mehr verlangt werden. 
Eine Matrix A heißt nach Verf. vom „H-Typ (p,g)“‘, wenn ihre Zeilen zu 9»»-n gehören 
und wenn für jedes x aus $, das Element Ax_-ı zu 9, gehört. Statt der Bedingung über die 
Zeilen kann man auch verlangen, daß für jedes Element uw aus 9, «- 1 das Element u. A zu 9p]p-ı 
gehört. Es gilt dann die Formel (UA)X = U(AX), falls die Zeilen von U zu Hula—n und 
die Spalten von X zu 9, gehören. Weiterhin gilt folgende Verallgemeinerung eines Satzes 
von Hellinger und Toeplitz: Wenn A vom H-Typ (p,g) ist, dann existieren Zahlen M, 
und M, derart, daß für jedes x aus $, und jedes u aus 9yrw-ı), gilt 
N,(Ax-ı) Ss M,Ny(®), Noro-n(u A) <M;-Narw-v(u) (Nr(®) = (& ||”). 
Bezüglich der Existenz einer inversen Matrix wird bewiesen: Gehören die Zeilen von 4 
zu Don und sind die Spalten linear unabhängig, dann ist notwendig und hinreichend dafür, 
daß A eine Rechtsinverse vom H-Typ (r, p) besitzt, dßr >21, p >1(p sp) undM>0| 
“existieren, derart, daß N,7«—1 (u*) < M Ny Io —1,(wW" A) gilt für beliebige endliche Reihen u” = | 
(%,...,%n). Die obigen Resultate gelten unter sinngemäßer Abänderung auch für den Fall 
eines unendlichen 9, d.i. der Raum der beschränkten Folgen. @. L. Tautz. 
Regnier, Andre: Enveloppes d’operateurs hermitiens bornes. C.r. Acad. Sci., 
Paris 232, 920—921 (1951). 


Demonstration, moyennant des hypotheses de denombrabilite inutiles, de 
resultats connus et faciles concernant les operateurs hermitiens. J. Dixmier. 


Fage, M. K.: Ein Symmetriesatz für Hermitesche Operatoren. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 24 (66), 107—117 (1949) [Russisch]. 

This paper is based on the results and uses the terminology of Pleßner 
[Uspechi mat. Nauk 1, no. 1 (11), 192—216 (1946)] and Pleßner and Rochlin 
[ibid., 71—191 (1946)]. Let E be a complex Hilbert space and A an Hermitian 
operator on E&. The set {9} of all subspaces of € invariant under A is normed 
by the elements of the Boolean algebra consisting of all spectral types (see above 
references): write this norm as |9|. A principal result is that if 9; are invariant 
subspaces and H; are their orthogonal projections  =1,2), then |H, 55 
H,9,|. A scalar product is introduced in {5} and an orthogonalization process 
is defined. E. Hewitt. 
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Dixmier, J.: L’adjoint du produit de deux op6erateus fermös. Ann. Fac. Sci. 
Univ. Toulouse, IV. Ser. 11, 101—106 (1949). 

A und B seien lineare, nicht notwendig eindeutige Operatoren des Hilbert- 
schen Raumes im Sinne einer früheren Arbeit des Verf. (vgl. folgend. Refer.). 
Es wird ein von dem üblichen Produkt AB der Operatoren verschiedenes Pro- 
dukt A- Beerklärt: X liegt im Definitionsbereich D,.z, und esist Y=(A-B)X, 
wenn zwei Folgen X,— X, Y„— Y existieren mit X,„€ D;, Y„€ 4A, (Bild- 
bereich von A) und A-! Y„ — BX,„— 0 für geeignet gewählte (Mehrdeutigkeit!) 
A-1Y, und BX,. Es ist A- B ein abgeschlossener Operator und eine Fortsetzung 
der Abschließung von AB. Es ist A-B = AB, wenn A abgeschlossen und B be- 
schränkt und abgeschlossen ist, ebenso wenn A-! beschränkt abgeschlossen und 
B abgeschlossen ist. Es gilt für die Adjungiertenbildung (A- B)* = B* A* und, 
wenn A und B abgeschlossen sind, (AB)* = B*. A*. Es gibt Fälle, in denen 
(AB)* eine echte Fortsetzung von B*A* ist. Zu zwei selbstadjungierten, ein- 
eindeutigen, nicht beschränkten Operatoren A, B mit nichtbeschränkten Inver- 
sen gibt es stets einen unitären Operator U, so daß für B’ = UBU-!silt 
Dur = Dys —0% @. Köthe. 

‚ Dixmier, Jacques: Etude sur les varietes et les op6rateurs de Julia, avec quel- 
qües applieations. Bull. Soc. math. France 77, 11—101 (1949). 

Es wird zuerst.die gegenseitige Lage zweier abgeschlossener Teilräume V, und V, des 
Hilbertschen Raumes 9 untersucht. Es seien V/, V} die orthogonalen Komplemente zu V, 
bzw. V,. Esheißen V, und P, in Stellung p° bzw. 9’, wenn V,nV;=V!nV,=0bzw.V, nV, = 
Vın V; = 0 gilt. Gilt beides, so haben V, und V, die Stellung 2. Der Winkel zwischen V, 
und V, wird erklärt; V, und V, heißen asymptotisch, wenn V, + V, nicht abgeschlossen 
ist. Die Beziehungen dieser Begriffe untereinander und Kriterien für die einzelnen Fälle, 
Beispiele, werden gegeben. Ein linearer Teilraum D von 9 heißt eine Mannigfaltigkeit J, 
wenn D Definitionsbereich eines abgeschlossenen Operators in 9 ist. Ein Operator A, dessen 
Graph eine Mannigfaltigkeit Jin$ x Hist, heißt ein Operator J. Ein solcher braucht nicht 
mehr eindeutig zu sein, sein Definitionsbereich braucht nichtin 9 dicht zu sein, die Adjun- 
gierte A braucht nicht zu existieren. Definitions- und Bildbereich eines Operators J sind 
Mannigfaltigkeiten J. Jeder Operator .J ist das Produkt zweier abgeschlossener Operatoren. 
Der Bereich der Operatoren J ist im Gegensatz zum Bereich der abgeschlossenen Operatoren 
abgeschlossen bezüglich der Addition, der Multiplikation und der Inversenbildung der Opera- 
toren. Die Mannigfaltigkeiten J bilden bezüglich der Operationen + und n einen Verband ®. 
D sei eine MannigfaltigkeitJ. Ein unendlichdimensionaler abgeschlossener linearer Teilraum N 
von D heißt ein Kern von D. Speziell heißt N maximaler Kern, wenn es keinen Kern N’ 
von D gibt, in dem N unendlichen Defekt hat. D gehört zur Klasse 1, wenn D abgeschlossen 
und unendlichdimensional ist; zur Klasse 2a, wenn es nicht abgeschlossen ist, Kerne besitzt, 
aber keine maximalen; zur Klasse 2b, wenn es nicht abgeschlossen ist und maximale Kerne 
besitzt; zur Klasse 3n (n = 1,2,..., 00), wenn D keinen Kern besitzt und n-dimensional 
ist. In jeder Klasse gibt es Mannigfaltigkeiten J. Jedes D be:itzt eine orthonormale Basis e;, 

[e,«] [0,0] 


so daß D aus allen > x, e; mit Be a; ||? < 00 besteht. Die Folge der „„Eigenwerte‘ a; von D 
1 i=1 


ist bis auf Ähnlichkeit bestimmt (d.h. ist a/ eine andere Folge, so gibt es m, M mit 0 < ms 
laso||a| "<= M <&, p(i) eine Permutation von 1,2,...). Sind D und D’ zwei in$ dichte 
Mannigfaltigkeiten J, so sei ®(D, D’) die Menge aller eineindeutigen Operatoren mit Defini- 
tionsbereich D und Wertbereich D’. Die Frage, wann &(D, .D’) beschränkte Operatoren ent- 
hält, wird vollkommen beantwortet. Das Ergebnis hängt von der Klasse von D und D’ ab. 
Analoge Ergebnisse werden erzielt in der Frage, ob &(D, D’) abgeschlossene Operatoren 
enthält. Die von Neumannschen und Neumarkschen Ergebnisse über die Pathologie der 
unbeschränkten Operatoren werden durch einfache geometrische Überlegungen in verall- 
gemeinerter Form gewonnen. Auch die Definitionsbereiche symmetrischer Operatoren werden 
untersucht. So ist z. B. jede in 9 dichte, nicht abgeschlossene Mannigfaltigkeit J Existenz- 
bereich eines abgeschlossenen symmetrischen Operators mit den Defektindizes (m, m), m 
beliebig. Die Arbeit enthält noch eine große Fülle weiterer Ergebnisse über die Geometrie 
des Hilbertschen Raumes. @. Köthe. 


Dixmier, J.: Sur les vari6tes J d’un espace de Hilbert. J. Math. pur. appl., 


IX. Ser. 28, 321—358 (1949). 
Die Arbeit schließt an die vorstehend referierte an. D sei eine Mannigfaltigkeit J. Sind 
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V, V’ abgeschlossene lineare Teilräume von D und en es einen unitären Operator U, der D 


D 
auf sich abbildet, mit U(V’) C V, so schreibt man V >V’. Dies ist eine Ordnung. Gilt V>V’ 
D 


D .. 5 
und V’> V, so erhält man eine Äquivalenzrelation V = V’. Die Klassen dieser Aquivalenz- 
D 


relation bilden bezüglich > eine total geordnete Menge, die ordnungsisomorph einer Menge 
rationaler Zahlen ist, die je nach der Klasse von D (vgl. vorstehendes Referat) verschieden | 
ausfällt. Es wird dann untersucht, wann es einen unitären Operator U gibt mit U(D’)C D 

für in 9 dichte Mannigfaltigkeiten J D und D’. Dies hängt wieder von den Klassen von D 


und D’ ab undihren Eigenwerten. Auch der Fall beliebiger Mannigfaltigkeiten J wird behandelt. 
Eine Beziehung der Pseudoäquivalenz beschränkter Operatoren, dıe schwächer ist als die 
Äquivalenz, wird eingeführt; die Pseudoäquivalenzklassen ergeben eine Ordnung der be- 
schränkten Operatoren. Es wird untersucht, welcher Klasse D+.D’ und DN.D’ angehören, 
wenn die Klassen von D und D’ bekannt sind. Ist D’ von der Klasse 3, so ist D + D’ von der 
Klasse 3, 2b oder 2a, je nachdem D von dieser Klasse ist. Die Mannigfaltigkeiten der Klasse 3 
bilden einen Teilverband &’ des Verbandes & aller Mannigfaltigkeiten J. Auch die Abhängig- 


keit der Eigenwerte von D 1 D’ von den Eigenwerten von D und D’ wird untersucht. Jeder | 


Automorphismus W des Verbandes & wird entweder durch einen Automorphismus A von 9 
geliefert, A(D) = A(D), oder durch CA, wobei CO eine Konjugation ist, d.h. 9 eineindeutig 
so auf sich abbildet, daß gilt C(X+ Y)=C(X)+C(Y), O(AX)=AC (X), (C(X),C(Y))=(X,Y). 
Homomorphismen zweier Verbände %», % (Verbände der Teilmannigfaltigkeiten J von D 
bzw. D’) werden entsprechend durch A bzw. ÜA erzeugt, A ein eineindeutiger Operator, der 
D auf .D’ abbildet, € eine Konjugation, die D’ auf sich abbildet. A sei ein Operator J. Er 
heißt von der Klasse 1, 2 oder 3, wenn sein Bildraum A4 eine Mannigfaltigkeit J dieser Klasse 
ist. Ist A von der Klasse 1 bzw. 3, so ist auch der Definitionsbereich Dı von der Klasse 1 
bzw. 3. In der Klasse A gibt es drei Möglichkeiten: Di und A4 sind beide von der Klasse 2 
oder je eines ist von der Klasse 2 bzw. 3. Es werden Konstruktionen für die Operatoren dieser 
verschiedenen Klassen angegeben. @. Köthe. 


Krasnosel’skij, M. A.: Stetigkeitskriterien für gewisse nichtlinieare Opera- 
toren. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.3, 70—86 (1950) [Russisch]. 


Es handelt sich um Operatoren vom Typ u(x) = f(x, w(x)), wenn x in einem beschränk- 


ten Bereich @ eines endlichdimensionalen euklidischen Raumes variiert und die (reelle) 
Funktion f(x, u) für — oo < u< oo stetig ist. Verf. beweist zunächst einige allgemeine Sätze, 
u.a.: j ist dann und nur dann ein stetiger Operator, der L, in L, (p>1) abbildet, wenn für 
jede Folge (2) EZ, nr =1,2,..., die Funktionen g,(z) = |f(z, %.(2))®%, n=1,2,..., 
in @ gleichgradig stetig absolut integrierbar sind, d.h.: Zu jedem e>0 gibt es ein 6>0, 
so daß für jede Menge QCG mit Maß (Q)<öfür alle n=1,2,... gilt: Sie)! dx <e. 
Hieraus folgt: (1) Wenn der Operator f L, in L, abbildet und in einem Pe von L, stetig 
ist, so ist f in ganz L, stetig. (2) Wenn der Operator f in einer beliebigen Kugel in Z, gleich- 
mäßig beschränkt ist, so auch in jeder anderen Kugel in Z,. Nun gibt der Verf. vier spezielle 
Kriterien an, aus denen die Voraussetzungen seiner allgemeinen Ergebnisse folgen; z.B. 


folgendes: Für fast alle x € @ sei | f(x, u)|p < D Si (x) | ul mit O<u;<2, und 8;(x) € Laje—«,» 
1 ; 
i=1,...,m. Diese Ergebnisse lassen sich auf Vektorfunktionen 
Tu(z) = {fh (& u(®): - > Wl®)) 2005 al, u lE); - > 5 Unl&))} 
übertragen. Es folgen Anwendungen auf nichtlineare Integraloperatoren vom Hammerstein- 
schen Typus und von der allgemeineren Art: Ku(xz) = | K(x, y, u dy, über die Stetig- 
keits- und Beschränktheitssätze bewiesen werden. J woalz W : eh 

Krasnosel’skij, M. A.: Zum Problem der Bifurkationspunkte. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 339—392 (1951) [Russisch]. 

Soit A un operateur compl&ötement continu defini dans un espace de Banach 
rel, E tel que A(0) = 0 et ayant differentielle Fröchet B dans 0. A est appele 
point de bifurcation de Z si A est interieur A l’ensemble des valeurs propres de Z 
(speetre de L). Le resultat prineipal Enonce est: ss L=4A-+ D ou D satisfait 
a la condition 


I2P—- Dy|<s ao P—»|, (el; ||yllz eo). limg(e) = 0, 


alors toute valeur propre de grade impair de B est point de bifurcation de ZL. 
ayant une branche continue d’elements propres. On l’applique ä l’operateur 
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de 


up) = Kr, p(t) dt-+ 


1 1 
ailor .. I Kı6, EN el a se 
G. Marinescu. 
Krasnosel’ski, M. A.: Operatoren mit monotonen Minoranten. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 76, 481—484 (1951) [Russisch]. 
Let E be a Banach space, and let X be a closed convex cone in E such that 
 uEKoand u + Oimplies —unon € K. A not necessarily linear operator A carry- 
ing Einto E is said to be positive ff AK CK. A completely continuous operator B 
is said to have the operator A as a monotone minorant if 1) A(z) > A(y) for all 
x,y such that x — yEK; 2) B(x)> A(«) for all zEK; 3) there exist wE E 
with —unon €K and c > O0 such that cA (ty) > tu for all#> 0. Main theorem: 
a completely continuous operator with a monotone minorant possesses eigen- 
vectors with allnorms >0. Several examples are pointed out. No proofs are given. 
E. Hewitt. 
„’Daleckij, Ju.L. und $. @. Krejn: Über Differentialgleichungen im Hilbert- 
schen Raum. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.4, 71-91 (1950) [Russisch]. 
Gegenstand der Untersuchung ist die Vektor-Differentialgleichung A(t, e) dg/dt = 
i B(t,e)q + p(t,e) e®®, wo r=et ist und p, q Vektorfunktionen der reellen Veränder- 
lichen £ mit Werten im Hilbertschen Raum 9 und A, B lineare Operatoren in diesem Raum 
bedeuten. e ist ein wertmäßig kleiner Parameter, in bezug auf den eine Näherungsmethode 


zur Lösung der Gleichung durchgeführt wird, deren Idee auf Feseenko zurückgeht [Dopovidi 
Akad. Nauk URSR I (1949)]. Dabei en folgende a: 1) Es bestehen die 


formalen Reihenentwicklungen 4 (T, e) = > &* Ar(r), -3 e* Br (tT - Ye ep (RT). 


2) dö/dt = k(t,e) ist eine reelle, nd oft stetig a a Ba RchN 
_ Funktion von t, d.h. (im Sinn von Bogoljubov und seiner Schule) sie konvergiert bei 
e—>0 gleichmäßig in jedem endlichen t-Intervall gegen eine Konstante. 3) Die Operatoren 
Ao(t), B,(r) sind hermitesch und A,(r) darüber hinaus beschränkt, positiv und besitzt eine 
ebenfalls beschränkte Reziproke. 4) Für einzelne Werte von r (0 <r <_L) können die Funk- 
tionswerte k(rt,e) zusammenfallen mit Punkten von isolierten, abgeschlossenen Teilen 


I; j=1,...,n) des Spektrums // von A) (7) B,(rt) (Resonanz); 9, seien die ihnen ent- 
sprechenden invarianten Unterräume von 9 dieses Operators. — Gesucht werden Lösungen 


a+fıt* +2 


der Form g(t, e) = e®® 2; D;(t,e)n; + f(t,e)) mit den Hilfsvektoren »; der Räume $;, 


die der Diferessidzleichung dmjdt = Y(t,e)n; + bi(t,e) genügen, d.h. es sind die dem 
Raum 9 angehörigen Operatoren U;, W; und Vektoren f, b; zu bestimmen. Die Näherungs- 
methode besteht in der Berechnung von Näherungslösungen m-ter Ordnung a. durch Ent- 


wicklung der zuletzt genannten Größen in unendliche Potenzreihen, U;(t, e) - I U;x.(rt) usw. 


n m m 


an 
am = em BiPZ U;x( ©) Diner »2 Er fr 2 mit —,-= -(2 e* Ance)n+ Se 


[1 


und in dem Nachweis der naar Konvergenz q” — gq. — Mit Hilfe der Ergebnisse 
aus einer früheren Arbeit der Verff. (dies. Zbl. 42, 346) wird ein auf der Methode des Koeffi- 
. zientenvergleichs der aus diesem Ansatz gewonnenen Reihenentwicklung u, und 
nach dem Induktionsprinzip arbeitendes Verfahren angegeben, die Unbekannten U;x, fr, Yır, bir 
zu berechnen durch Zurückführung auf Differentiationen, Lösung von aischen Matrizen- 
gleichungen und Lösung der Differentialgleichung dn/dt = WU (rt, e)n + b(r, e) („abgespaltene‘“ 
Gleichung). Letztere wird für sich untersucht. Es wird gezeigt, daß diese Näherungslösung q"” 
der gegebenen Differentialgleichung bis auf ein Glied e” z(r, e) der m-ten Ordnung genügt, 
falls die Koeffizienten der Reihenentwicklungen für A(r,e), B(rt,e), p(rT,e) gewisse näher 
- präzisierte Differenzierbarkeitsbedingungen erfüllen, wobei z(r, e) eine im IntervallO<ı <L 
gleichmäßig beschränkte Vektorfunktion ist. Im Falle des Fehlens der Resonanz, d. h. wenn 
für kein 7 aus diesem Intervall die Werte der Funktion k(r, e) mit Punkten des Spektrums 
“von Ao!(r) B,(r) übereinstimmen (also g(t,e) = e'®' f(r, e) ist), erhöht sich die Ordnung 
des Föhlergliedes um eine Einheit: e”*!z(r, e); desgleichen, wenn das freie Glied der Kant 
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gangsgleichung klein ist (p,(T) = 0) oder ganz fehlt (homogene Gleichung). Die asymptotisch 
Konvergenz wird durch Aufstellung des Satzes bewiesen: Werden g und g'”) für die gleicher! 
Anfangsbedingungen gebildet und sind die erwähnten Differenzierbarkeitsbedingungen fü 
die Koeffizienten der Ausgangsgleichung erfüllt, so kann man positive Konstanten cm und &, 
angeben, so daß für e< &, im Intervall 0 <t<_ZL/e für die Norm der Differenz g — q'” di 
Abschätzung gilt: | g— q”|| < cm e”-!. Der Beweis stützt sich auf Hilfssätze über die Ab- 
schätzung der Norm einer Lösung der Differentialgleichung vom Typus dg/dt = H(rt,e)g+ 
2(t, &) im Hilbertschen Raum. — Am Schluß wird die Methode auf die Lösung einer analoge 
Differentialgleichung 2. Ordnung im Hilbertschen Raum angewandt: 


A(t, e) d2q/di? = i B(t, e) dgldt — C(z,e)q + p(t, e) ed, 


Es wird gezeigt, daß dieser Fall im wesentlichen schon im Ausgangsfall mit enthalten ist, 
nur die Form der endgültigen Abschätzung für die Norm der Abweichung der Näherungs- 
lösung muß ihm angepaßt werden. Das liegt im Wesen der Vektor-Differentialgleichungen:| 
eine Differentialgleichung der 2. Ordnung läßt sich auf ein System von zwei Gleichungen! 
der 1. Ordnung zurückführen, und ein solches System repräsentiert nichts Neues gegenüber 
einer Gleichung 1. Ordnung, weil eine Differentialgleichung in Vektorform schon ihrerseits‘ 
ein System von Differentialgleichungen zusammenfaßt. Man hat nur in diesem Fall den. 
ursprünglichen -Hilbertschen Raum 9 durch den anderen 9 x 9 zu ersetzen. 
E. Svenson. 

Garding, Lars: The asymptotie distribution of the eigenvalues and eigenfune- 
tions of a general vibration problem. Fysiogr. Sällsk. Lund Förhdl. 21, Nr. 11,, 
95—104 (1951). | 

A Fourier transformation carries a differential operator into a polynom. 
Inverting tbis, the author defines general vibration problems in the following 


N 


way. — Let p(£&) = p(&,, 2, --.,&n) be a real measurable function and e.g. 
Inf p(&) — 00,r— 0, let p(£) be bounded from below, let f(x) = f(%, , %g, - - -, m)i 
[&|>r 


be infinitely differentiable and vanishing outside compact subsets of a domain 

D (of a finite volume |D|), let F(£) be the Fourier transform of f(x) and let 

mE) =p(E)+t>0. The class {f} is closed under the metries (f, f) = 

2m)" IF? p(E) dE, defining 9. Then the relation [FR d4E = [Fmi(d) dE, 

f,g€9, will define a completely continuous and selfadjoint transformation 

= g: find. Iffurther p(&)=P(E) + r,P(E)homogenous of degree m, a D(E)>O,| 
dei 


rp—0 for |E| > and m>n = number of dimensions, there are proved| 
asymptotie relations for eigenvalues and eigenfunctions of this transformation. 
The relations are of the Weyl-Carleman-Pleijel kind. For the proof a method | 
of Carleman (Tauber-theorem) is combined with methods from functional' 
analysis. @. Borg. | 


KeldyS, M. V.: Über Eigenwerte und Eigenfunktionen gewisser Klassen von) 
nieht-selbstadjungierten Gleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 
11—14 (1951) [Russisch]. 

Announcement of results concerning the distribution of eigenvalues and 
the closure of the sets of eigenfunctions and associated functions defined by! 
means of transformations in Hilbert space: AH AHB, + + m-1HB,i1-+ 
/" H where H is complete and selfadjoint, A complete and continuous, B; 
bounded, norm of 4” finite (m < 00). Applications are made to differential 
equations, generalizing wellknown results of Carleman, Birkhoff and Ta- 
markin. For instance, asymptotic expressions for the eigenvalues of general 
elliptic equations are given. @. Borg. 


Straus, A. V.: Zur Theorie der verallgemeinerten Resolventen eines symme- 
trischen Operators. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 217-220 (1951) [Russisch]. 
L’A. continue ses recherches (ce Zbl. 37, 78) sur la r&solvante generalisde 

des operateurs syme6triques definis dans un espace de Hilbert HZ. Il donne en 
particulier les conditions suivantes necessaires et suffisantes, pour qu’une famille 
R, d’operateurs soit la resolvante generalisee d’un op6erateur symetrique A: 
| 
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pour tout A=x-+ iy appartenant au semiplan y> 0 (ou y< 0) et pour 
@out zeH, I) (Ar ZAN Rz=x; .) I IR, Reel: 
(3) RE = Rz et (4) R, est fonction reguliere sur le semiplan considere. 

G. Marinescu. 
‚Praktische Analysis: 


Sibagaki, Wasao: On the idea of „numerical convergence“ and its some appli- 
cations. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 5, 89-97 (1950). 

Mit ‚„numerical convergence‘‘ bringt Verf. zum Ausdruck, daß der Fehler, 
verursacht durch Abrundung, größer ist als die Abweichung vom Limeswert einer 
konvergenten Reihe. Sein Verfahren besteht darin, daß er die Terme einer stark 
konvergenten Reihe auf einige Dezimalstellen mehr berechnet, als man vom 
Limeswert sucht, wodurch dann bald die Terme ‚Null‘‘ werden. Er gibt An- 
wendungen beim Newtonschen Iterationsverfahren und bei der numerischen 
Integration mittels der Simpson-Formel und verwendet dabei Fehlerabschät- 
zungen von der Ordnung der ersten Potenz des Intervalls. Da in diesen Fällen 
Abschätzungen höherer Ordnung bekannt sind, könnten diese Erläuterungen viel- 
leicht nicht sehr überzeugend sein. So kann z.B. der Verf. in seinem Beispiel 
betreffs des Iterationsverfahrens Newtons noch gerade die dritte Dezimalstelle 
als richtig erweisen, wo einfache Berechnung auf sieben Stellen genaue Werte 
liefern würde. E._M. Bruins. 


Karapadjitch, Georges: Une contribution a l’etude des zeros des polynomes. 
Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 43—45 und französ. Zusammenfassg. 
45—46 (1950) [Serbisch]. 

Bachmann, K.-H.: Zur genäherten Auflösung algebraischer Gleichungen. Z. 
angew. Math. Mech. 31, 390—392 (1951). 

Es handelt sich um die Ermittlung komplexer Nullstellen von Polynomen f(z) 
mit reellen oder komplexen Koeffizienten. Ausgehend von den Werten des Poly- 
noms für gewisse Stellen z9m =rexp (io, + mio) werden Funktionswerte für 
die Stellen z,m =rexp (ip, + mio +ngp) gewonnen. Dies geschieht näherungs- 
weise durch Interpolieren mit Hilfe linearer und quadratischer Polynome in z, 
wobei man sich auf die schon bekannten oder bereits gewonnenen Funktionswerte 
stützt. Hierzu wird auch ein graphisches Verfahren angegeben. Die Ausgangs- 
werte r, 99, p werden auf Grund bekannter Schranken für die Nullstellen be- 
stimmt. Die Näherungen der Nullstellen können durch andere Verfahren, z.B. 
die regula falsi, verbessert werden. H. Bückner. 


Schmidt, Hermann: Über die Wurzelapproximation nach Euler und Fixgebilde 
linearer -Transformationen. Math. Z. 52, 547—566 (1950). 


Die vorliegende Arbeit ist durch den Wunsch veranlaßt, ein von Lorey (dies. 
Zbl. 21, 344), M. Müller (dies. Zbl. 38, 77) und dem Ref. (dies. Zbl. 24, 193) behandeltes, 
von Euler angegebenes Verfahren zur iterativen Berechnung m-ter Wurzeln ‚völlig zu klären. 
Es sei A eine m-reihige quadratische nichtsinguläre Matrix, x(t) ein Zeilenvektor. Dann 
wird das System von Differenzengleichungen & (t + 1) = x(t) A betrachtet. Jede Zeile der 
Matrix X (t) = (2ri)tfz(zE — A)-!dz, die Integration erstreckt über eine geschlossene 
doppelpunktfreie, in der von O nach ©o aufgeschlitzten t-Ebene verlaufende, alle Eigenwerte 
von (2 BE — A) umschließende Kurve ist dann Lösung des Differenzengleichungssystems, 
und aus diesen Lösungen läßt sich jede Lösung mit gegebenen Anfangswerten x, aufbauen 
und deren asymptotisches Verhalten für t > °o angeben. Das Differenzengleichungssystem 
wird als nichtsinguläre Kollineation im (m — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum 
gedeutet und das asymptotische Verhalten als Streben nach einem Fixpunkt dieser Kolli- 
neation. Gibt es insbesondere einen einfachen Eigenwert @, streng maximalen Betrags, zu 
dem der Fixpunkt & gehört, und liegt der Anfangspunkt %, nicht in der zu 1/09 gehörigen 
Fixhyperebene, so strebt die Folge der Bilder von x, bei Wiederholung der Abbildung gegen £E. 
Dies umfaßt bei passender Wahl von A das Eulersche Verfahren zur Wurzelberechnung 
und das Verfahren von D. Bernoulli zur Gleichungslösung. Auch der Fall, daß es Eigenwerte 
von gleichem Betrag wie o, gibt, wird geklärt. Zum Schluß wird gezeigt, daß, bei Deutung 
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von ’x = x A als lineare Abbildung im m-dimensionalen affinen Raum, jede keinen Fixpunkt 


enthaltende stetige Kurve, die durch die Abbildung als Ganzes in sıch übergeht, darstellbar | 
ist in der Gestalt x = p(t) X (t), wobei p(t) eine Zeile stetiger komplexwertiger Funktionen 


mit der Periode 1 bedeutet. M. Krafft. 


Mikeladze, $. E.: Numerische Integration. Uspechi mat. Nauk 3, Nr. 6 (25), | 


3—88 (1948) [Russisch]. 


Die Arbeit hat drei Kapitel; numerische Differentiation, Quadraturformeln, numerische 


Integration von Differentialgleichungen. Die Darstellung ist überall sehr ausführlich gehalten, | 


gibt nicht nur einen guten Überblick über bekannte Formeln, sondern bringt auch mehrfach 
Neues. In Kap. 1 werden behandelt: a) Formeln für die numerische Differentiation unter Be- 
nutzung von Differenzen, die z. T. auf A. A.Markoff zurückgehen; b) Formeln ohne Diffe- 
renzen wie z. B. 
’ er u (11 (rt)? j; ER NN R 
= gan le trM-Fa-rhl+ 


fe+d (a+#h) 
2r+D! 


mit dem Restglied R= (—1) (rl)? APr+1 (-r<d9<r) 


und ae De >> ee) Ya+vh)+fla—vh)) + R 
u sei ‚erw e)!(r 9)! 


f@+2(a+9h) 


mit dem Restglied R=2(—1) (r!)? h2r+2 (-r<d9<r); 


(2r + 2)! 
c) Anwendungen auf die angenäherte Integration linearer Differentialgleichungen, deren Koeffi- 
zienten Unstetigkeitsstellen besitzen. — In Kap. 2 werden zunächst Interpolationsformeln auf- 


gestellt und sodann die verschiedensten Quadraturformeln (Gauß, Tschebyscheff, 
Markoff, Stekloff,N. Obreschkoff,G. Kowalewski und Verf. selbst) abgeleitet. 
3 


Es werden u. a. besprochen: a) Formeln von Tschebyscheff SF (x) p(a)de=k p(2;), 
at nl i=1 
k konstant, &; im Intervall (—1, 1), (x) willkürlich, F(x) so, daß [F(«) d&=-0, und 
2» 1 —ı 


MR 


JF@) ONE) > plz) — > p)]> RE) RO: daß [ F(e) de =0; b) Formeln von 


i=m+1 
1 m-+1 2m-+1l ul 
Markoff [F(x) p(&) dx — k[D, (©) — % go(a)] mit [F(«) de =-0, die exakt sind 
Tl i=1 i=m-+2 —1 


für Polynome vom Grade <2m +1; ec) Untersuchungen von $S. N. Bernstein über not- 
wendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz von Quadraturformeln mit positiven 
Koeffizienten; d) Quadraturformeln mit Abszissen, die außerhalb des Integrationsintervalls 
liegen; e) Quadraturformeln mit Differenzen; f) Quadraturformeln für Integrale der Form 
b 


[ Fa) f(x) dx; g) Ungleichungen zur Abschätzung von bestimmten Integralen wie z. B. 


(ba) [fla) +4 fm) + Fb)]) + zur (d — a)? [f’(d) — F(a)] — x (db — a)? [f”(b)+ f’(a)] < 


b 
Sf) de < 4b — a) [ia) + 6 im) + FB] + % (b— a)? 1” (m) 


mit m = (a + b)/2. — In Kap. 3 werden schließlich die verschiedenen Verfahren zur numeri- 
schen Integration von y® (x) = f(z,y,y’,...,y“-») betrachtet. W. Schulz. 


Sala, Ilmari: Numerische Lösung von linearen homogenen Eigenwertaufgaben 
zweiter Ordnung durch Mittelwertmethoden. Soc. Sci. Fennica, Commentationes 
phys.-math. 15, Nr. 13, 9 S. (1951). 

L’A. considere un problöme de valeurs propres de deuxiöme ordre d’y/da? — A a2 0 
aux limites de Sturm-Liouville. On emploie une methode de E. J. Nystöm [Acta math. 
6, 157—184 (1944)] pour trouver des solutions numeriques des problemes aux limites. Apres 
une transformation des coordonnees l’equation equivaut A l’&quation integrale 


Y(s) = Al®» — 2a)? J) I (s,t) g(t) yit) dt, 


tolme, | 
> vol 


L’integrale est remplac6de par une moyenne & G,9(t») Y(t,) oUu les@, sont calcules en comparant 
w. 
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les coefficients correspondants du developpement de g(£) y(t) en serie de MacLaurin 
Ib = [Ts t)tede, EI 
4 


Pour chaque s=tz on obtient une suite @1,x, Ga,x, ... ., Gn-ı,r et A se calcule en egalant le 
determinant du syst&me 
Yr = Alav — %a)’ [G1,r g(tı) Yı + @2,Rglte) ya + + Gu-1%g(in-ı) m-ı] 


a zero. La methode ne permet pas d’estimer l’erreur commise, mais l’A. montre par des exemp- 
les qu’on peut atteindre une bonne approximation en choisissant les points de subdivision t; 
convenablement. @. Reuter. 

Sekiya, Tsuyoshi und Saburo Tsutsui: Über die angenäherte Lösung des Rand- 
wertproblems der ebenen biharmonischen Gleichung. J. Osaka Inst. Sci. Technol., 
Part I 3, 43—67 (1951) [Esperanto]. 

Die ebene biharmonische Differentialgleichung wird durch Differenzen- 
gleichungen angenähert, und zwar sowohl für reguläre Sechseckgitter wie auch 
für reguläre Dreiecksgitter. Dabei ergibt sich der Funktionswert in einem Gitter- 
punkt O als gewichtetes Mittel der Funktionswerte in den Gitterpunkten, welche 
mit dem Punkt O durch eine oder zwei Maschenseiten verbunden werden können. 
Bej Dreiecksgittern wird das Resultat auf Punktkonfigurationen verallgemeinert, 
bei denen die Gitterseiten zu den äußeren Punkten beliebige Länge haben. 
Das bei vorgegebenen Randdaten sich ergebende System linearer algebraischer 
Gleichungen wird iterativ gelöst. Als Beispiel wird die Spannungsverteilung 
der ebenen trapezförmigen Platte ausführlich behandelt. Zum Schluß wird das 
Randwertproblem der biharmonischen Differentialgleichung auf Integrodifferen- 
tialgleichungen zurückgeführt. — Ob dem Verf. die verwandten Arbeiten von 
R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy [Math. Ann. 100, 32ff. (1928)] und 
das Buch von C. Collatz über Eigenwertprobleme und ihre numerische Be- 
handlung (Leipzig 1945) bekannt sind, ist nicht ersichtlich. R. Sauer. 


Lanezos, Cornelius: An iteration method for the solution of the eigenvalue 
problem of linear differential and integral operators. Proc. 2nd Symposium Large- 
Scale Digital Calceulating Machines, 164—206 (1951). 


Die Iterationsmethode wird im Reellen zunächst am Beispiel von Matrizen A mit » Zeilen 
und » Spalten erläutert. Mit Hilfe zweier Spaltenvektoren b, und c, werden Polynome p,(z)=1, 
?,(2)=x—a,, mit 6, 9,(A) b,=0, und weitere Polynome p,(&) nach der Vorschrift 9,+1(2) = 
(7 — Ay) Dm(%)— Am—ı °-Pm—1 (2) gewonnen, wobei 6, Prn+1 (A) Pın (A) b,=% Pm+1 (A) le) 
verlangt wird. Die Konstruktion bricht mit dem ersten p„ ab, für das c, p},(A) b, = 0 ist. 
Führt sie bis p,, so ist p, das charakteristische Polynom von A. Die Polynome 9, haben 
die allgemeine Eigenschaft, daß ce} p:(A) px(A) b, für i == k verschwindet. Die praktische Aus- 
führung der Iteration erfolgt durch Berechnung der Vektoren bk = pr(A) b, und cr = Pr(A) co 
Die Lösung der Gleichung y— Ay = b, wird in der Form y= um 2% bk_ı* Dn-ılu), 
u = 1/), dargestellt, wobei die Polynome 9% dieselbe Struktur wie die 9 mit anderen Koeffi- 
zienten % und @ besitzen, wobei & = a,_x—ı und 4, = @),_x_ ist. Es handelt sich um eine 
Verallgemeinerung der Neumann-Liouvilleschen Entwicklung nach rationalen Funktionen 
von A. Eigenvektoren bestimmen sich aus der gleichen Entwicklung ohne den Faktor vor der 
Summe und mit u als Eigenwert von A. — Dieses Iterationsverfahren wird in verschiedenen 
Versionen auf Beispiele angewandt, insbesondere auch auf solche, die mit Differential- und 
. Fredholmschen Integraloperatoren zusammenhängen. Der Fall, daß p. nicht existiert, wird 
im allgemeinen Falle nicht diskutiert. Bei symmetrischen Matrizen und mit c, = b, lassen 
sich die Formeln mit m an Stelle von » schreiben, wobei p,, das letzte Polynom ist, das noch 
existiert. H. Bückner. 


Mikeladze, S. E.: Über die angenäherte Lösung von Integralgleichungen vom 
Volterraschen Typus. Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 315—325 und grusin, 


Zusammenfassg. 325 (1951) [Russisch]. 
Die Problemstellung dieser Arbeit und die Methode der Durchführung sind dieselben 
wie in einer Arbeit von Krylov (dies. Zbl. 41, 79). Es handelt sich um die lineare Integral- 


gleichung g(x) = f(x) + | Ks, s) p(s)ds und die angenäherte Berechnung der Funk- 
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tionswerte x = p(a+kh), k=1, %,..., daraus für äquidistante Argumentenwerte im 
Intervall (a, b). Dabei wird von den gegebenen Funktionen f(x) und K (x, s) stetige Diffe- 
renzierbarkeit genügend hoher Ordnung im Integrationsbereich a sx <sbbzw.a<s<x sb 
vorausgesetzt; die Konstante A ist ebenfalls vorgegeben. Die Berechnung geschieht, wie in | 
dem zitierten Referat genauer geschildert, durch Aufstellung eines linearen gewöhnlichen 
Gleichungssystems für eine Anzahl der gesuchten Tabellenwerte 9x mit Hilfe der Integral- | 
gleichung und eine sukzessive Bestimmung der nachfolgenden aus einer ähnlich gebauten 
Rekursionsformel. Der Unterschied gegen Krylov ist nicht wesentlich, sondern besteht 
lediglich in einigen Verbesserungen, die durch Wahl der zur angenäherten Berechnung der 
auftretenden Integrale verwendeten Formeln der numerischen Quadratur bedingt sind. 
Außer den bekannten (Trapezformel, Simpsonsche Formel usw.). wird wesentlich folgende 
verwendet, die Abszissenwerte in der Nachbarschaft außerhalb des Integrationsbereiches 
heranzieht (weswegen der Kern der Integralgleichung über den Dreiecksbereich a <x <ss<b 
hinaus hinreichend weit bekannt sein muß bei Einhaltung der Differenzbarkeitsvoraussetzungen | 
über ihn): 


a+mh m 


Ia)de=hd Afla+vn)+h+| I kt—»)f(atth,a,a+h,a+rk)dt 
v—=o— v—=0 
0) 


| R (rt m 
mit en tt -1)...d-v+ Dt -v—1)...(t-r)d, 

0 
wo f{a+th,a,a+h,a-+rh) die Differenz der (r + 1)-ten Ordnung für die Abszissen- 
werte 04,4 + h,...,a+rhunda-+ th bedeutet und m und r beliebige natürliche Zahlen 
sind. Die Koeffizienten A, sind für die niedrigsten Ordnungen (m, r bis 8) zahlenmäßig in 


Tabellenform angegeben. — Wie auch Krylov bemerkt Verf., daß die Methode auch zur 
angenäherten Lösung der nichtlinearen Integralgleichung p(z) = f(x) + [K(, 8, p(s)) ds 


brauchbar ist, falls das entsprechend auftretende, ebenfalls nicht mehr ee gewöhnliche 
Gleichungssystem für die Werte 9, lösbar oder angenähert lösbar ist. Dafür gibt er das Bei- 


spiel (x) =1 3 e-*‘y2(s) ds, das, ausgehend von Krylovschen Daten, zahlenmäßig be- 
handelt wird. Schließlich deutet er noch an, daß die Näherungsmethode auch auf die all- 


gemeinere lineare Integralgleichung p(x) = Den f(x) + Sl K(x,s) p(s) ds anwendbar ist, 
n=\l 


wo f(x) und K(x,s) bekannte Funktionen und A, beliebige feste Parameterwerte bedeuten. 
E. Svenson. 

e Willers, Fr. A.: Mathematische Maschinen und Instrumente. Berlin: Akademie 
Verlag 1951. XII, 318 S. mit 258 Abb. 

Es handelt sich um eine Neubearbeitung des Buches ‚Mathematische Instrumente‘, das 
Verf. 1943 im Verlag Oldenbourg, München erscheinen ließ (vgl. dies. Zbl. 28, 234). Nach wie 
vor bilden die ‚‚kleinen‘‘ Rechengeräte (Büromaschinen und Instrumente) den Hauptgegen- 
stand des Buches. Jedoch sind viele wertvolle Ergänzungen hinzugekommen, die insbesondere 
die harmonische Analyse sowie die Theorie und die Fehler von Planimetern, Integraphen und 
Integratoren betreffen. Der Abschnitt über Instrumente hat damit einen hohen Grad von 
Vollständigkeit erreicht. — Gänzlich neu ist ein Abschnitt (25 Seiten) über programmgesteuerte 
Zitfernmaschinen; hier werden vorhandene Rechenautomaten und ihre wichtigsten technischen 
Elemente skizziert. — Neu gefaßt wurde der Abschnitt über Integrieranlagen. Die moderne 
Anlage des Massachusetts Instutite of Technology, die Anlage IPM-Ott und die von den Askania- 
Werken Berlin im Kriege entwickelte, konstruierte und noch im Fertigungsstadium verloren- 
gegangene Anlage werden an Hand von Photographien beschrieben. Vielleicht wäre es zweck- 
mäßiger gewesen, nur die beste dieser drei Anlagen zu beschreiben und dafür die inzwischen 
abgerundete Technik der Benutzung solcher Anlagen eingehender zu erläutern. — Ergänzt 
wurde auch das Literaturverzeichnis, das nunmehr auf 871 Veröffentlichungen hinweist. — 
Zeichnungen und Photographien sind ausgezeichnet, die Ausstattung ist vorzüglich. 

H. Bückner. 
Ridenour, Louis N.: The future of computing machinery. Proc. 2nd Sympo- 
sium Large-Scale Digital calculating Machines, 337—393 (1951). 
i Kurze, zusammenfassende Würdigung der Vorträge, die auf dem zweiten 
Symposion für große, digitale Rechenmaschinen gehalten wurden. Die Entwick- 
lung schnellerer und größerer Maschinen wird befürwortet, u. a. mit der Begrün- 
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dung, daß nach Hartree die derzeitigen Maschinen um den Faktor 101° zu lang- 
sam sind, um die Wellengleichung für das Kupferatom vollständig zu lösen. 

H. Bückner. 
| Elliott, W. 8.: The present position of automatic computing machine develop- 
ment in England. Proc. 2nd Symposium Large-Scale Digital Caleulating Machines, 
74—80 (1951). 

In England sind sieben Gruppen mit der Entwicklung programmgesteuerter 
Maschinen beschäftigt. Das mathematische Laboratorium der Universität Cam- 
bridge (Leitung M. V .Wilkes) hat die EDSAC-Maschine entwickelt, die mit 
akustischen Speichern arbeitet. Zwei weitere Maschinen gehen in Manchester ihrer 
Vollendung entgegen, von denen eine an der Universität, die andere von Ferranti 
Ltd. gebaut wird. Beide weisen ein elektrostatisches Gedächtnis auf, wie es von 
Williams vorgeschlagen wurde. Die Universität London ist mit einer Relais- 
maschine beschäftigt. Eine weitere Relaismaschine wird vom Royal Aircraft- 
Establishment entwickelt. Schließlich werden Entwicklungen im National Phys- 
ical Laboratory und vom Telecommunications Research Establishment des 
Ministry of Supply betrieben, wobei die letztere auf ein elektrostatisches Gedächt- 
nis und auf eine arithmetische Einheit des Paralleltyps hinzielt. H. Bückner. 


[ 

“Moore, Benjamin L.: The Mark III caleulator. Proc. 2nd Symposium Large- 
Scale Digital Calculating Machines, 11—19 (1951). 

Die im Computation-Laboratory der Harvard-Universität entwickelte, für Dahlgreen 
Naval Proving Ground bestimmte elektronische Ziffernmaschine rechnet im dualverschlüs- 
selten Dezimalsystem, d.h. jede Dezimalzahl wird als vierstellige Dualzahl technisch darge- 
stellt. Dabei entspricht den Zahlen von 0 bis 4 die direkte, den Zahlen n von 5 bis 9 die direkte 
Verschlüsselung von n + 6. Diese Art der Verschlüsselung hat den Vorteil, daß Neunkom- 
plemente den Dualkomplementen unmittelbar entsprechen. Die Maschine arbeitet mit 12 Dezi- 
malen. Das Komma ist fest, kann aber manuell nach Wahl in eine von sechs Positionen gebracht 
‘werden. — DerSpeicher besteht aus acht rotierenden Magnettrommeln, die mit etwa 7200 Umdr./ 
Min. umlaufen. Die Zahlen und ihre Dezimalen werden in Serie, die einzelnen Dualzablen 
‚einer Dezimalen jedoch parallel gespeichert und abgelesen. Eine weitere, langsamer umlaufende 
Magnettrommel enthält 4000 Befehle, die der Reihe nach abgelesen werden. Befehlssprünge 
sind möglich. Der Magnettrommelspeicher enthält 4000 Zahlen. Zusätzlich ist ein kleinerer 
Speicher für 200 Zahlen und 150 Konstanten vorgesehen. Er läßt kleinere Zugangszeiten als 
die anderen Speicher zu und arbeitet direkt mit der arithmetischen Einheit zusammen, welche 
auf elektronischer Basis addiert und multipliziert, während die Division iterativ erfolgt. Die 
Additionszeit ist etwa 4,2 ms, die Multiplikationszeit 12,6 ms. Acht Magnetbänder verbinden 
die Maschine mit der Außenwelt. Programme werden mit einer Verschlüsselungsmaschine auf 
ein Magnetband geschrieben und von diesem auf den Befehlsspeicher übertragen. H. Bückner. 

Andrews, Ernest G.: The Bell computer, model VI. Proc. 2nd Symposium 
Large-Scale Digital Calculating Machines, 20—31 (1951). 

Es handelt sich um eine programmgesteuerte Ziffernmaschine, die Dezimal- 
zahlen mit beweglichem Komma benutzt. Diese werden in der Form x = 10% «v 
mit —19<u<s 19 und 1<v< 10 mit 10 Dezimalen für v dargestellt und zu- 
sammen mit den Befehlen von einem Fernschreiberlochstreifen in die Maschine 
gegeben. Die Rechentechnik baut sich aus den vier elementaren Operationen, dem 
Ziehen der Quadratwurzel und aus Unterprogrammen auf, die wahlweise und bis 
zur Anzahl von 200 vor dem Betrieb durch gewisse Schaltungen hergestellt werden. 
"Es scheint, daß die Speicherkapazität der Maschine dadurch gering gehalten wer- 
den kann. Als Schaltelemente dienen Telephonrelais, Magnetspulen mit einwindiger 
Primärwicklung (wodurch das Herstellen von Unterprogrammen erleichtert wird) 
und gasgefüllte Entladungsröhren. Der Verf. nimmt für die Bell-Maschine voll- 
kommene Betriebssicherheit in Anspruch. 5 H. Bückner. 

Forrester, Jay W.: The digital computation program at Massachusetts Insti- 
tute of Technology. Proc. 2nd Symposium Large-Scale Digital Calculating Ma- 
-chines, 44—49 (1951). 

Der inzwischen fertiggestellte Whirlwind I-Computer wird kurz beschrieben. 


k 
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Es handelte sich um eine Einadreßmaschine hoher Rechengeschwindigkeit (etw: 
15000 Operationen in der Sekunde) mit einer arithmetischen Einheit des Parallel} 
typs und mit elektrostatischen Speichern (die inzwischen um Magnetkernspeicher 
vermehrt worden sind). Die Maschine ist im Laboratorium für Servomechanismer 
aufgestellt und dient zusammen mit einer Integrieranlage und mit Lochkarten- 
maschinen der Nachwuchsausbildung und Forschung. H. Bückner. 


Lehmer, D. H.: Mathematical methods in large-seale computing units. Proc 
2nd Symposium Large-Scale Digital Calculating Machines, 141—146 (1951). 
Es werden einige mathematische Methoden erläutert, die mit der Entwicklung der pro 
grammgesteuerten Ziffernmaschinen entstanden sind oder durch sie einen Bedeutungswande‘ 
erfahren haben. Bei der Programmabwicklung können die modernen Maschinen eine Auswah 
zwischen verschiedenen Unterprogrammen. treffen, so dal Rechenverfahren mit Fallunter 
scheidungen geradezu eine natürliche Art von Aufgaben für die Maschinen bilden. Hiermi 
und mit der weiteren Fähigkeit der Maschinen, automatisch zu iterieren und einfache Pro 
gramme automatisch zu komplizierteren zusammenzusetzen, hängt die Tendenz zusammen. 
umständliche numerische Formeln durch einfachere zu ersetzen, z. B. die Formel von Gau£ 
für die mechanische Quadratur durch die einfache Trapezregel. Typisch ist weiter die Anwen 
dung zahlentheoretischer Erkenntnisse, insbesondere im Zusammenhang mit der Monte-Carlo 
Methode, um die Maschinen Zufallsfolgen mehrstelliger Zahlen erzeugen zu lassen. In diese 
Zusammenhang werden verschiedene zahlentheoretische Formeln diskutiert. Schließlich wir 
auf die Bedeutung der Maschinen für die experimentelle Mathematik hingewiesen. 
H. Bückner. 


Abbott, Wilton R.: Computing logical truth with the California digital computer 
Math. Tables Aids Comput. 5, 120—128 (1951). 

Berechnung der Wahrheitswerte einer logistischen Funktion von n Variabler 
Po» Pı>---,Pn-ı mit Hilfe einer programmgesteuerten Ziffernrechenmaschine 
wobei die Aussage ‚richtig‘‘ durch Eins und die Aussage ‚falsch‘ durch Null ge-I 
kennzeichnet wird. Hierbei werden die Variablen zu einer n-stelligen Dualzahl 
P=(Pa=1: - --, 90) zusammengefaßt und die Rechnungen für alle Werte von P=(f 
bis P = 2” —] im Sinne wachsender P ausgeführt. Die Note enthält eine kurze 
Beschreibung der Befehle einer speziellen Rechenmaschine (CALDIC), ein Fluß-| 
diagramm für die Verknüpfung von Unterprogrammen und die Unterprogramme! 
für die Negation, Konjunktion, Disjunktion, Implikation und die Äquivalenz.| 
Bemerkenswert ist, daß die drei letzteren Funktionen mit Hilfe des Dezimal- 
systems berechnet werden, z. B. die Funktion a\/ b als Übertrag von a+5b-+9. 

H. Bückner. 

Furry, WendellH.: The place of automatie eomputing machinery in theoretica 
es Proc. 2nd Symposium Large-Scale Digital Caleulating Machines, 215—218 
_ Es wird streiflichtartig dargelegt, daß es Fragen der theoretischen Physik 
gibt, mit denen moderne Rechengeräte nichts zu tun haben, während ihre Ver- 
wendung für die Berechnung von Funktionstafeln, für die Prüfung von Theorien, 
die Interpretation von Beobachtungen, für die Wahl zwischen verschiedenen Hypo- 
thesen und für die Bestimmung der Gültigkeitsbereiche von Theorien empfohlen 
wird. H. Bückner. 


O’Neal, R. D.: Computing machines in aeronautieal research. Proc. 2nd Sym-! 
posium Large-Scale Digital Calculating Machines, 263—270 (1951). 
Sowohl die Verwendung von Analogierechnern als auch programmgesteuerten 

} 


Ziffernmaschinen in der Luftfahrtforschung wird an Hand einiger Beispiele dar- 
gelegt. Für die Berechnung von Flugbahnen, von Luftströmungen (zur Bestim- 
mung aerodynamischer Koeffizienten) und zur Organisation des Luftverkehrs 
werden Ziffernmaschinen vorgeschlagen. Lochkartenmaschinen haben sich bei der 
[> : i BRENE ei u = Y .. . .. sg" . | 
Strukturanalysis von Flugzeugen bewährt und Analogierechner für Stabilitäts- 
probleme. Ebenso hat man gute Erfahrungen mit Analogierechnern gemacht, die 
das Verhalten eines Flugzeuges simulieren. H. Bückner. 
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Welmers, Everett T.: Problems of aireraft dynamies. Proc. 2nd Symposium 
__ Large-Scale Digital Calceulating Machines, 271—280 (1951). 
| Der Verf. betrachtet drei Probleme, die sich bei der Untersuchung von Flat- 
_ terschwingungen, der aerodynamischen Stabilität und von Servomechanismen er- 
geben. Alle drei führen auf Systeme linearer Differentialgleichungen, für deren 
Behandlung teils programmgesteuerte Ziffernmaschinen, teils Analogiemaschinen 
empfohlen werden. Einige spezielle Behandlungsmethoden werden unabhängig 
von den anzuwendenden Rechenmaschinen an Hand von Beispielen erläutert. 
H. Bückner. 
Langefors, B.: Improvement in elecetrie eomputer networks for some elastie 
structures. Svenska Aeroplan A.B., Techn. Notes 1951, Nr.1, 16p. (1951). 
Hat die Admittanzmatrix (a;;) eines Netzwerkes für einen festen Index n die Eigenschaft 
dij@ın = Qin An;, So kann die Aufgabe, das Netzwerk in ein solches zu verwandeln, dessen 
Matrix sich von (a;;) um einen skalaren Faktor unterscheidet, durch Hinzunahme eines einzigen 
weiteren, von dem gewünschten Skalarfaktor abhängenden Schaltelements gelöst werden; 
- Verf. bezeichnet solche Netzwerke als faktorisierbar. Faktorisierbare Netzwerke treten u. a. 
auf, wenn man die Gleichungen gewisser elastischer Systeme durch elektrische Analogie 
lösen will; für aus elastischen Balken oder Schalen bestehende Systeme rechnet Verf. die 
zugehörigen Matrizen aus [teilweise anknüpfend an G.Kron, J. Franklin Inst. 238, No. 6 
(1944)]. Die obige Bemerkung gestattet für die benötigten Netzwerke eine Verringerung 
des elektrischen Aufwands, insbesondere wenn es sich darum handelt, dasselbe elastische 
System vielmals mit jedesmal anderer Wahl der vorzugebenden, die Elastizitätseigenschaften 
kennzeichnenden Konstanten durchzurechnen. A. Stöhr. 


Stojakovie, Mirko: Über einige neue mechanische Analogien der arithmetischen 
Grundoperationen. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 51—58 und deutsche 
Zusammenfassg. 59—60 (1950) [Serbisch]. 

& Chestnut, H. and R. W. Mayer: Servomechanisms and regulating system 
design. Vol. I. New York: John Wiley & Sons, Inc. 1951. 497 p. 350 figs. $ 7.75. 


Colombo, Serge: Sur un sch&ma relatif ä un probl&me de ceybernetique. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 1237—1283 (1951). 

Verf. gibt eine mathematische Formulierung der Wirkungsweise einer 
verallgemeinerten Servosteuerung. E. Stiefel. 

Vall6e, Robert: Reduction d’un probleme de ceybernötique & un probl&me de 
poursuite dans un espace de Hilbert. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1288—1290 (1951). 

Verf. interpretiert die Wirkungsweise eines Servomechanismus für den Fall, 
wo die Steuerung nur durch die Differenz zwischen Eingang und Ausgang des 
Steuerorgans beeinflußt wird, als Verfolgungskurve in einem Hilbertschen Raum. 

E. Stiefel. 

@ Chrenov, L. S.: Siebenstellige Tafeln der trigonometrischen Funktionen. 
Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 4158. 
R. 33,75 [Russisch]. 

e Tables of the Bessel functions of the first kind of orders seventy-nine through 
one hundred thirty-five. (The Annals of the Computation Laboratory of Harvard 
University, vol. 14.) Cambridge: Harvard University Press, 1951. X, 6l4p.; 

8—. 

: f Für x = x,(0,01)100 sind die Funktionswerte J„(x) für n = 79(1)135 
mit 10 Dezimalen angegeben (2%:|J, @)| 21° 10-10), ferner J„(100) für n = 
0(1)135 und J„(n) für n = 0(1)100. H. Unger. 

e Tables relating to Mathieu functions. Characteristic values, coefficients, and 
joining faetors. (Computation Laboratory, National Bureau of Standards.) New 
York: Columbia University Press 1951. XLVIII, 278 p.; $ 8,—. 

Die Mathieusche Differentialgleichung y’’ + (b — s cos’x) y = 0 besitzt für jeden reellen 
Wert s+0 ein abzählbares System von reellen Eigenwerten b = b(s), zu denen jeweils eine 


“ (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte) mit 7 oder 2 periodische Lösung 
' gehört, die überdies gerade oder ungerade ist. Die auf gerade bzw. ungerade Lösungen füh- 
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renden Eigenwerte werden mit be,(s) bzw. bo,(s) (r = 0, 1,2, ...) bezeichnet. Die zugehörigen 


periodischen Lösungen werden mit Se,(s, x) bzw. 8o,(s, &) bezeichnet, wobei die Normierung 


so gewählt ist, daß Se,(s, 0) = 1 bzw. [so 2) = 1 ist. Diese Funktionen lassen 


dx 


sich durch Fourierreihen darstellen, deren Koeffizienten mit Dex bzw. Do!” bezeichnet N 
werden. — Für die modizifierte Mathieusche Differentialgleichung 4” — (b — sCofa)y=0| 


werden zu jedem Eigenwert be,(s) bzw. bo,(s) zwei linear unabhängige Lösungen Jer(s, %), 


Ne,(s,2) bzw. Jor(s,x), No,(s, x) definiert. Sie lassen sich durch Entwicklungen zaen | 


Besselschen Funktionen darstellen, deren Koeffizienten sich in den Fourierkoeffizienten Dex , 


Do! einfach ausdrücken. Dabei bestehen Zusammenhänge der Form Se; (s, ix)=9., -(s) Jer(5, %); 
—i8o;(s, ix) = 9«,r(8) Jor(s,x) und Ne,(s, 2)+Ne,(s, —x) = —2fe,r(s) Jer(s, &), Nor(s,%) — 
No, (s, —x) = 2fs,r(s) Jor(8,%). — Das vorliegende Werk enthält Tafeln zur bequemen Ermitt- 
lung der vorstehend aufgeführten Funktionen: (1) 8-stellige Tafeln der Eigenwerte ‚ber(s), 
bo,(s)(rS15) für O<s< 100, die zu quadratischer Interpolation eingerichtet sind. — 


(2) Tafeln der Fourierkoeffizienten Det’, Do’ (r < 15), die so eingerichtet sind, daß sie im Be- 


reich 0 s ss 100 die Entnahme der Werte auf 9—10 Dezimalen mittels geeigneter Lagrange- 
scher Interpolation gestatten. — (3) Tafeln der ‚‚joining factors“ sl? ge,r(8) » srl2 go,r(8), S" fe ‚(8), 
$" fo,r(s) (r < 15) für 0 s ss 100 auf 8 bewertete Stellen, die zu quadratischer Interpolation 
eingerichtet sind. — Zur Erleichterung der Interpolation sind Hilfstafeln beigegeben. — Eine 


dem Tafelwerk vorangestellte, von Gertrude Blanch herrührende Einleitung gibt eine knappe, | 


aber ausgezeichnete Einführung in die Theorie der Mathieuschen u R 
7. Lösch. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Ugaheri, Tadasi: On a certain sequence of chance variables. Ködai math. 
Sem. Reports 1949, 65—67 (1949). 


{z„} sei eine Folge von Zufallsvariablen. Für sie gelte mit der Wahrschein- | 


lichkeit 1 E&u[%,] = %m (m<n). Dabei bezeichnet &,[x,] den bedingten Erwar- 
tungswert von %, für gegebenes &,, %,.. ., &,. Dann ist die Konvergenz der 


Reihe I ar Ella — zu] hinreichend für die Gültigkeit des starken Ge- 


setzes der großen Zahl; es gilt also P[iim nn 0)= l. Weiter werden hinrei- 
n>X 

chende Bedingungen für die Gültigkeit des zentralen Grenzwertsatzes in einer 

solchen Folge gegeben. @. Schulz. 


Chinein, A. Ja.: Grenzwertsätze für Summen von positiven zufälligen Größen. | 


Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr. 4, 3—17 (1950) [Russisch]. 
Diese Arbeit stellt im wesentlichen eine ausführliche Wiedergabe der in 


dies. Zbl. 39, 135 referierten Note des Verf. dar. Die im Referat eingeführte Be- | 


zeichnung wird beibehalten, jedoch statt Q(x) genauer Q,(x) geschrieben. Der 
in dies. Zbl. 1. c. erwähnte Satz (mit Fehlerglied) führt leicht zur Grenzverteilung 


(mit Fehlerglied) von (1) Qx(x) 2n-r(Ax)/Q„(A) für n — oo (Grenzverteilung | 
„großer Komponenten“). Hierbei it O<m<skm<n <1l,x=-katy 


(y fest), A = na. Ebenso folgt die Grenzverteilung des Ausdruckes (1) für kon- 


| 
| 


stantes %k (‚‚kleine Komponenten‘). Dies ist von Bedeutung für die Anwendung | 


auf die Strukturfunktion (vgl. des Verf. Buch, dies. Zbl. 37, 411) klassisch sta- 
tistischer und quantenstatistischer Systeme (Lichtquanten), wie Verf. genauer 
ausführt. L. Schmetterer. 

Linnik, Ju. V.: Zur Theorie der inhomogenen Markovschen Ketten. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 65—94 (1949) [Russisch]. 


Folgendes Problem wird behandelt: Gegeben sei eine unendliche Dreiecksmatrix zu- 
fälliger Veränderlicher, in der die in der n-ten Zeile stehenden Veränderlichen Kan, Kan Re 


eine einfache Markovsche Kette bilden. X,„ kann kr Werte ee Ve lan 
nehmen. Diese Kette erfülle die Bedingungen: I. Für jedes i,h,n sei lan]. Re 
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Hierin sind K,, Co, K, positive Konstante und Cu > 1. — Außerdem sind Übergangswahr- 
scheinlichkeiten für die Markovsche Kette gegeben: 2 UND Ren = a 


Wir setzen S, = zZ Xin, An= E(S8n), Ba = D(8„), wobei E den Mittelwert, D das Quadrat 


der Streuung bedeuten. Es entsteht die Frage: Unter welchen Voraussetzungen konvergiert 
die Verteilungsfunktion von ($„ — A„) Bn=V? für n — oo gegen die normale Verteilung? 
S.N. Bernstein [Math. Ann. 9%, 1—59 (1927); Izvestija Akad. Nauk SSSR, VI. Ser. 20, 1459 — 
1478 (1926); Doklady Akad. Nauk SSSR 55, 55—60 (1928) und dies. Zbl. 13, 408] hat bewiesen, 
daß für k,n = 2 im Falle Ben = n=U3) (e&, > 0, beliebig klein) die erwähnte Konvergenz 
stattfindet; dabei kann &, i.a. nicht unterdrückt werden. Die Methode ist für kr» > 2 nicht 
anwendbar. Für diesen Fall konnten S. N. Bernstein (dies. Zbl. 29, 121) und N. A. Sapogov 
(dies. Zbl. %29, 151) nur beweisen, daß im Falle Diin > n-U5 Konvergenz eintritt. [Druck- 
fehler: in Formel (5) der Arbeit steht n-/3—:0 statt n-V/°.] Verf. beweist durch Einführung 
neuer Algorithmen für Zufallsveränderliche unter Benutzung der erwähnten Methoden von 


- 8. N. Bernstein folgenden Satz: Die Verteilungsfunktion von (8„ — An) Bn!/? konvergiert 


a > 2 


gegen die normale Verteilung, falls pin > n-V3—) ist; dabei kann &, i.a. nicht weggelassen. 
werden. — Einige sinnstörende Druckfehler: S. 70, Formel (24), lies A, statt A,; S. 76, For- 
mel (49), lies c, e” U statt c,e@m3n; 8.78, Formel (55), lies c, ent statt Gern, — 
Die,fehlenden Literaturhinweise [5], [6], [7] sind, wie folgt, zu ergänzen: [5] S. N. Bernstein, 
Mät. Sbornik, n. Ser. I (43), 29—36 (1936); [6] N. A. Sapogov, Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.Ser. 58, 193—196 (1947); [7] N. A.Sapogov, Doklady Akad. Nauk SSSR, n.Ser. 58, 
1905—1908 (1947). P. Medgyessy. 


Linnik, Ju. V. und N. A. Sapogov: Mehrdimensionale integrale und lokale 
Gesetze für inhomogene Markovsche Ketten. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 13, 533—566 (1949) [Russisch]. 


k a) (9 WM : E TR N 
Es seien Xı(&; ,%& ‚,...,& ),?=1,2,...,i.a. nicht unabhängige Wahrscheinlich- 


keitsvektoren mit Werten im Euklidischen Raum Rr. E(z) bezeichne den Mittelwert der 
Zufallsveränderlichen z, E’(z) den bedingten Mittelwert von z unter der Bedingung, daß die 
k<%V 
Vektoren X, k<i, je einen bestimmten Wert angenommen haben. Schließlich sei sup Z’ (z) 
ü 


bzw. inf E’ (z) die obere bzw. untere Grenze der Wertmenge von Z’(z), wenn die Vektoren X, 
K<i k<i 
k <i, alle möglichen Werte annehmen, und es sei Var E’ (z) = sup E’ (z) — inf E’ (2). — 
k<i k<i k<i 


Der SatzI ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von S.N. Bernstein [Uspechi mat. 
Nauk 10, 65—114 (1944)] über Summen von schwach abhängigen Zufallsveränderlichen. 


Es sei 8% — x, E(z))=0 (1<I!<h), und es mögen die folgenden Relationen gelten, in 


(ı) 


denen die H: > 0 Konstante bedeuten: 1.B” =E[S”]>H,n!, A>3% (L<sIxsh); 2.supE’ 


(= 9) <A, (1 sı<h); 3. für jedes 1L<I<chgilt entweder, B' (mitı + ats +. +2)?] 
„ ® 


(2) (2) 


<H,g* oder E' (ai +42 ++ i4)?]<H,gmf=! (9>0 ganz); 4. mit festen 9, 


k<i r ‚ „ 
0<o<//2, und u>1-—A/2 sei Var E' («®)<n# und Var E (N) 
i—k>n? i-k>n®, j-k>n?® 
n-®-A(1<l,V,l’<h); 5. es sei Dh,24a>0, wo D, die Determinante mit den Elementen eg 
(,B=1,...h), @a=1, = (BR. BAR Bi”. SP) (a) und a eine von n 
unabhängige Zahl ist. Es bezeichne nun A;; den zum Element e;; gehörigen Minor von A= Dr, 


" Qein Parallelepiped des Raumes &,, P{- - +} die Wahrscheinlichkeit des in Klammern stehenden 


Ereignisses. Dann gilt für n > © 


a) (2) (n) 
8% SH 1 1 

Pix y Vp® u zn) = a) — mm | fese(- 572 Au) du, -dn—0, 

Br Bn 7553 Q2 er? 
und zwar gleichmäßig für alle Parallelepipede 2 des R„. — Satz II lautet: In einer Versuchs- 
folge, deren Ergebnisse eine Markovsche Kette bilden, bezeichne en, Ans dle 
möglichen Ergebnisse des m-ten Versuches. P/”} sei die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß das Ergebnis des m-ten Versuches Es” ist, wenn der (m — 1)-te Versuch ee ergeben 


AN EE- (m) , „(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
hat. Jedem Zustand &;” sei einWert 5” (&1, &2> - +», &n) desVektors X" (xı ‚x2 ,..., X 
26* 
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zugeordnet; U(u, Up. ++» 4,) sei ein variabler Vektor, und 


1. & 1 (m) 
An(U) --2|w. =”) rau | ’ 


wobei die runden Klammern das innere Produkt bedeuten. Es bezeichne ö(X”) das Mini- 


mum von 4„(U) bezüglich der Vektoren U vom Betrage 1. Unter den Voraussetzungen | 


1.P" >p>0 (p konst.) für alle i,j,m,2. |&5| <Ha (Hı> 0 konst.) für alle ö,j, m, 


3.5(X”) >26 > 0 (ökonst.) für alle m gilt Satz I für die Vektoren X” [mit Ei”) =0, | 


n 


S — > 29T. Bei Satz III wird die Bedingung 1. dieses Satzes durch eine schwächere ersetzt. 


m=1l 
— Im zweiten Teil der Arbeit werden mehrdimensionale lokale Gesetze behandelt. Wesent- 


lich ist folgendes: Gegeben sei eine inhomogene Markovsche Kette mit den bei jedem Schritt 
möglichen Zuständen &,, &,,...,&n+ı. Wenn das System aus einem Zustand &, durch 


Zwischenzustände in &g übergeht, so „‚durchläuft es einen Weg‘. Zwei Wege heißen von 
gleichem Typus, wenn jeder Zustand &, in beiden Wegen gleich oft vorkommt. Die Kette 


möge folgenden Bedingungen genügen: 1. Es gebe einen Zustand, &,+1, mit der folgenden 


Eigenschaft: zu jedem Zustand €, gibt es zwei Zustände &, und Cs derart, daß man von E, 
nach &, und &,.1 sowie von &, und E,+ı nach Cs über Wege von gleichem Typus gelangen 
kann. 2. Für die Übergangswahrscheinlichkeiten Pf} gilt Pi7 > A Pi», 21>0 konst., 
für alle £,j, m, k; wenn Pi? =0 für irgendein m, dann P® —=0 für alle k. 3. Zum i-ten 
Zustand des m-ten Schrittes, &”, soll der Wert x; der Zufallsveränderlichen X*”) gehören; 
x; sei unabhängig von m. Dann gelte, wenn es mindestens zwei %, %, Xi = % gibt, für jedes 


genügend große n: 2103 zen) >0>0, o=konst., B das Quadrat der Streuung. — 
m—1 
Wenn sich dasSystem beim j-ten Versuch im Zustande &, befindet, so soll das dadurch aus- 


6) (62) a ) 3 


gedrückt werden, daß in dem dem j-ten Schritt zugeordneten Vektor Zj(6i ‚Ca ,.. -‚Cn+ı 
die a-te Komponente = 1, alle anderen Komponenten = 0 sind. Es seien N Versuche vor- 


N 
genommen worden, mit den zugeordneten Vektoren Z,, Z3,...,Zx, und es sei Sy = za 
j-1 


Gesucht wird der asymptotische Wert von P{8x = Vn}, WO Vm = (Mı, My, .. ., Mr+1) | 
einen Vektor mit der Komponentensumme N bezeichnet. Unter den angegebenen Voraus- | 


setzungen wird mittels mehrerer Hilfssätze bewiesen: 


0er — | 
DiSy— Vm = ! rel N a | 


Year)" Dıx Ze D;x An 2 Ann Dr VDE 


mit | u| < N -"2(logN)-V*. Die Bezeichnungen sind folgendermaßen erklärt: Das Ereignis A | 
bedeute, daß die Vektoren Z,, Zu, Zem; . . ., Zum, Zw festgelegt werden; dabeiist M= [log N]. ' 
Wa = (N, Ng,...,%n+1) sei die Summe dieser Vektoren, Y,, Y,,-.. seien die Summen von | 


Zay ..., Zu-ı bzw. Zu+1, .. ., Zeu—ı usw. Ex bzw. D, bezeichnen Mittelwert bzw. Streuung 
der &-ten Komponente eines Vektors, entsprechend ExA bzw. DzA bedingten Mittelwert bzw. 
bedingte Streuung bei der Bedingung A. Es ist Acx = Ea(Wn), Exx ist der (von A abhängige) 


Mittelwert von 2, Era(Y}) und O«x = Aen + Eax: Dan ist der Mittelwert von I, Daa(Y;) | 
; 


r | 
bei veränderlichem A. Q ist eine quadratische Form, die reziprok ist zu der Form mit den 


(N) 


Koeffizienten %5 = B((2 De(Iı)- & Ds(7,)) 2» > ech VD.a(Y;) - Dit Y)) ‚ wobei er der 


7 3 
Korrelationskoeffizient zwischen der a-ten und ß-ten Komponente von Y; ist. Alle diese 


Koeffizienten hängen von A ab; der Mittelwert ist auch in diesem Sinne zu verstehen. Anyist | 


die Determinante der quadratischen Form mit den Koeffizienten o‘N). P. Medgyessy. 
Kunisawa, Kiyonori: On the mixed Markoff process. Ködai math. Sem. 


Reports 1949, 68—72 (1949). ıl 


Ein eindimensionaler, einfacher Markoffscher Prozeß mit einem stetigen 
Parameter £ ist charakterisiert durch die Übergangswahrscheinlichkeit 


Pit, y;t’, dx) (’ > t). Gemäß den Eigenschaften von P in einem infinitesimalen | 
Zeitintervall &...t-+ At sind zahlreiche Fälle zu unterscheiden, je nachdem | 


wie die Übergangswahrscheinlichkeiten einem unbeschränkt teilbaren Gesetz 


oder den Komponentengesetzen in einem differentiellen stochastischen Prozeß 
entsprechen. Der Fall, der dem Gaußschen Gesetz entspricht, wird „stetig‘“ 
genannt, derjenige, der einem Gesetz entspricht, das durch Faltung von (meistens 
unendlich vielen) Poissonschen Gesetzen erzeugt wird, ‚rein unstetig‘“. Verf. 
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betrachtet Prozesse, die unbeschränkt teilbaren Gesetzen entsprechen und die 

- die genannten beiden Fälle als Sonderfälle enthalten. Er leitet die kanonische 

Form dieser ‚‚gemischten‘ Markoffschen Prozesse für ein infinitesimales Zeit- 
intervall direkt aus Annahmen über die Übergangswahrscheinlichkeiten her. 
G. Schulz. 

Giehman, 1. 1I.: Zur Theorie der Differentialgleichungen der zufälligen Prozesse. 
Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.4, 37—63 (1950) [Russisch]. 

This is the first of two papers devoted to proving the results announced 
in an earlier paper (this Zbl. 31, 366). What is involved is a deep generalization 
of the (symbolic) differential equation 

dx(t) = Alt, &(t)] di + Bft, x(t)] da(t), 

where A, Bare functions of the inaicated variables, and the a(f) stochastic process 
has in the past been supposed to have independent increments. In the author’s 
- treatment this hypothesis is merely a special case which leads to solutions which 

are Markov processes. Moreover, in the author’s treatment the random variables 

involved are unusually general, taking on values in a unitary space, and the above 

differential equation is replaced by a more abstract functional equation. 

„ J. L. Doob (R.). 

Gichman, I. 1I.: Zur Theorie der Differentialgleiehungen der zufälligen Pro- 
zesse. II. Ukrain. mat. Zurn. 3, 317—339 (1951) [Russisch]. 

The author continues his proofs of results announced earlier (this Zbl. 31, 
366). In his first paper [see the preced. review] he solved the equation d&(t) = 
da[t, x(t)] to find a stochastic process with variables {z(t)}, given the a process 
a rather general type. In the present paper he investigates the dependence of 
the solution on the initial conditions. He obtains results strong enough to derive 
the backward diffusion equation for E{xf[(t)] |x(s) = y} the usual parabolic 
equation in s, Y, for sufficiently regular f, and the a process specialized to make 

the x(t) process a Markov process of diffusion type. J. L. Doob (R.). 

Gichman, I. I.: Über gewisse Differentialgleichungen mit zufälligen Funk- 
tionen. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.3, 45—69 (1950) [Russisch]. 

The author studies the solutions of differential equations of the form 
(x — 0)’ = 4A(t, x). Here & is a given continuous function of t, a sample function 
of a stochastie process, and the solution will then define a second stochastie 
process. The sample functions of the & process will not in general be differentiable. 
The dependence of the solution on small changes in the & process and in the 
function A are studied in detail, and applied to the equations x’ = A(t/e) + 
fle,t) and @’ = A(t, x) + f(t/e) (where f is a random variable for each pair of 
values of the indicated arguments). Under hypotheses on A and f too compli- 
cated to reproduce here, the qualitative properties of the x(t) process in the 
limit when e — 0 are investigated. Ju... Doob (R.); 

Onoyama, Takuji: On the linear translatable stochastie funetional equation. 
Ködai math. Sem. Reports 1949, 73—76 (1949). 

The main aim of this paper is to find a special solution of the following 

1 


stochastic functionalequation: A f(x, ») = [& +1, o) dp(t) =g(x,w), where » 
(0) 


is a probability parameter and g(z,w) is a given strietly stationary process. 

In order to solve this equation the author makes use of the method of Laplace 

transform. It is to be noted that the method of N. Wiener [J. Math. Physics 4, 
- 153—163 (1925)] and T. Kitagawa (this Zbl. 17, 170) which was used in solving 

ordinary (not stochastic) functional equations will not always be adoptable here 
“ as they are. The results of this paper includes that of A. Wold (this Zbl. 19, 356) 
_ as & special case. K. Itö. 
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Mann, Henry B.: On the realization of stochastie processes by probability 


distributions in funetion spaces. Sankhya 11, 3—8 (1951). 


Let {xı,t€ T} be a family of random variables (stochastic process) depending on the 


parameter t in the interval %. Let % be the space of real-valued functions of {€ % and suppose 


that SC $. Then % is a product space each of whose factors is the realline. Let x/ bethet-th | 
coordinate function. Suppose that a probability measure of © sets has been set up which makes 


each x/ measurable and that the distribution of each finite aggregate of x.ı’s is the same as 


that of the aggregate of x)’s with the same subscripts. Then the x; family of functions is said 


to realize the x: family. Kolmogorov (this Zbl.%, 216) gave a general method of defining 
measures in function space and thereby showed that every stochastic process can be realized 


in this way if ©=%. The author remarks that Kolmogorov’s proof holds if © is the class of | 


functions of Baire class 2. He then states a condition on a stochastie process that it can be 
realized on the space of continuous functions. The condition (an immediate e, ö continuity 


condition involving only finite parameter sets) is proved directly by the Kolmogorov method. 


It was proved earlier in a more general setting by the reviewer (this Zbl. 17, 27). It is verified 
that the Brownian motion process satisfies the condition. J. L. Doob (R.). 


Maruyama, Gisiro: The harmonie analysis of stationary stochastie processes. 


Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 45—106 (1949). 

This paper is a systematic approach of stationary stochastic process (abbr.s.s.p.). 
In $ 1 the author introduces a concept of complex-valued s. s. p. in making use of H. Cramer’s 
theorem (this Zbl. 23, 58). $2, $4, $6 and $9 are mainly devoted to make more precise and 
general the spectral analysis of s.s. p. obtained by E. Slutsky (Bernstein, Slutsky and 
Steinhaus, this Zbl. 22, 243). $3 and $5 concerns the ergodic properties of s.s. p. and are 


especially important in this paper. When z(t) is a normal s. s. p. with the spectral distribution | 
function (abbr. s.d.f.) F, the author proves that z(£) is ergodic and weakly mixing if F is | 


continuous and that z(t) is strongly mixing if F is absolutely continuous. $ 7 presents a method 
of constructing a normal s.s. p. with a given s.d.f. from a Wiener process. $8 is a proof 
of the interpolation and extrapolation theorem on stationary stochastic sequences which 
was published by A. Kolmogoroff without proof (this Zbl. 21, 422). In $10 the author 
studies random additions of functions with physical applications from the view-point of 
s.s.p. $11 concerns a theorem of iterared logarithm on normal s.s.p. K. Itö. 
Kitagawa, Tosio: Random integrations. Bull. math. Statist. 4, 15—21 (1951)' 
The aim of this paper is to establish a mathematical theory of numerical 
investigation, considering random errors from the view point of probability 
theory. The author introduced three types of random integration in accordance 
with the way in which randomness is introduced. When randomnes is intro- 
duced of the approximate finite sum, it is called of type A. When randomness 


appears in selecting the integrand, for example in case the integrand is a sample 


funetion of Wiener process, it is called of type B. The random integration of 


type C is obtained as a combination of the above two types. The author discussed 


the integrals of these three types and computed their mean and variance. 
K. Itö. 
Jänossy, L.: Study of a stochastie process arising in the theory of the eleetron 
multiplier. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 2, 165—176 (1951). 


Es sei im Falle eines Elektronenvervielfachers p(N ,») die Wahrscheinlichkeit, daß 


ein durch wiederholte sekundäre Emission in jeder einzelnen Stufe sich vervielfachendes 
Primär-Elektron in der N-ten Stufe » Elektronen auslöst. Verf. nimmt an, daß jedes Elektron 
(in irgendeiner Stufe) k Elektronen mit einer Wahrscheinlichkeit p(k) unabhängig von den 
anderen auslöst, weiterhin O<p(0)<1, und DI r2 p(k)< co. Außerdem sollen alle aus- 
gelösten Elektronen die nächste Stufe erreichen. Verf. beschreibt ein praktisches Verfahren 
zur angenäherten Berechnung der Wahrscheinlichkeiten p(N, v). Dieses Modell der Elektronen- 
vervielfachung, begründet auf die sekundäre Elektronenemission, stimmt mit dem wohlbekann- 
ten Modell der Kaskadenprozesse überein. (S. z.B. T.E. Harris, dies. Zbl. 41, 456.) Es ist 


bekannt, daß die erzeugende Funktion Gy(u) = > P(N,v) u” die N-fache Iterierte der erzeu- 
v 


genden Funktion E(u) — > p(k) u* ist. Verf. drückt die Wahrscheinlichkeiten p(N,») mit 
Hilfe der Gy (w) in der Form eines komplexen Integrals aus. Anwendung der Sattelpunkt- 
methode liefert die Formel p(N,») = Gx(o)jo”+!V2%(02 In@x(o)/0e? + v/o?), wo 0 aus 
v =o0Oln@r(o)/de bestimmt werden kann. Diese Approximation ist richtig für alle Fälle, 
wov<(d%k p(k))N, für größere » soll die Richtigkeit bei allen speziellen @(o) gesondert 
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festgestellt werden. Schließlich teilt Verf. die numerischen Werte von p(N, v) im Falle N = 10 
_ und einer Poisson-Verteilung p(k) = e”?5*/k! mit. L. Takäcs. 


Reich, Edgar: On the definition of information. J. Math. Physics 30, 156—161 
(1951). 


The author investigates the appropriateness of various definitions of the concept of 
„Information“ used in communication theory, in particular those by C. E. Shannon [Bell 
System Techn. J.%7, 379—423, 623—656 (1948)] and by N. Wiener (,„Cybernetics“, New 
York 1948, pp 74—81). He shows that Shannons formulation is the only possible if the fol- 
lowing two postulates are accepted: Let p(x, y) denote the probability that & is transmitted 


and y is received introduce the marginal probabilities p,(x)= N) p(x, y) dy,g(y) = il p(x, y) dx 
and denote the probability that x was transmitted a posteriori to receipt of y = m by pn(&) = 
?(z, m)/q(m). Then the postulates are: I: The information I(m) is a scalar functional of 
P,(?) and Pm(z) i.e. I(m) = D[po(%), Pm(x)] with the property that D[p,(x), ?,(2)] = 0. 
Defining the expected value of the information by R = E(/(m)) = [ q(m) I(m) dm, the 
second postulate concerns the invariance of R under unique transformations of the x-scale 
(relateling of message). H.O. Hartley. 


Statistik: 


„’ Banerjee, K. S.: Some observations on the practical aspects of weighing de- 
signs. Biometrika 38, 248—251 (1951). 

In Eıgänzung der Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 37, 369, siehe auch 37, 91) 
über die Verwendung von unvollständigen ausgewogenen Blocksystemen bei 
Wägungen mit einer Federwaage wird die Streuung der Schätzwerte berechnet, 
die Korrektur eines systematischen Fehlers behandelt und eine Methode zur 
Standardisierung einzelner Gewichte angegeben. E. Walter. 


Lorenz, Paul: Die Sheppardsche Korrektur der Streuung. Mitteil.-Bl. math. 
Statistik 3, 179—184 (1951). 

Der Verf. widmet etwa die Hälfte seiner Arbeit einer ausführlichen Dar- 
legung zur Geschichte der Sheppardschen Korrektur, aus der man den Ein- 
druck erhält, als ob es sich um ein mathematisch und begrifflich schwieriges 
Problem handle. Es folgt sodann eine wirklich elementare Herleitung, die 
sehr dankenswert ist und sich auch auf Korrekturen höherer Momente ver- 
allgemeinern läßt. Ein Wort zur Terminologie: Verf. gebraucht das Wort 
„Kollektiv‘ in einem ganz ungewohnten Sinn: Er spricht von dem ‚Universum, 
aus welchem das Kollektiv eine Stichprobe ist‘“‘. Nach der üblichen — auf v. Mises 
zurückgehenden — Terminologie ist Universum ungefähr dasselbe wie Kollektiv. 
Demgegenüber steht die ‚Stichprobe‘, das ‚sample‘, das einen endlichen Ab- 
schnitt aus dem ‚‚Kollektiv‘‘, dem ‚‚Universum‘“, der ‚population‘ darstellt. 

H. Gevringer. 

Vajda, $S.: Relations between variously defined effeets and interaetions in 
analysis of variance. Ann. math. Statist. 22, 2833—288 (1951). 

In der Streuungsanalyse benötigt man allgemein zum Testen der Effekte 
und Interactions das Minimum einer Summe von quadratischen Resten, die sich 
aus der Ausgleichung der beobachteten Mittelwerte durch eine Linearkombi- 

_ nation von Parametern (den Effekten bzw. Interactions) ergeben. Verf. weist 
darauf hin, daß die Koeffizientenmatrix dieser Parameter, auch wenn sie ver- 
schiedenen Nebenbedingungen unterworfen wird, nicht eindeutig bestimmbar 
ist und somit eine Willkür in der Definition der Effekte und Interactions be- 
steht. Er zeigt aber, daß das Minimum unter gewissen Bedingungen für das 
zu testende Aggregat von Interactions unabhängig von der Koeffizienten- 
matrix der Parameter ist und daß es stets unabhängig ist, wenn die Koeffi- 
zientenmatrizen einer Orthogonalitätsbedingung bezüglich der Gewichte genügen. 

E. Walter. 
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Cook, M. B.: Bi-variate k-statisties and eumulants of their joint sampling 
distribution. Biometrika 38, 179—195 (1951). 

The author derives formulas connecting x,;s, the population cumulants, 
with w/,, the population moments about the origin, and 4,s, tbe population central 
moments, for r+s<6. Let (*) »[(a a’) (ß ’)‘] represent the %,; of the joint 
distribution of k,w, and kp, where k.. and kag are the bivariate %-statistics. 
The author finds by two different methods, clearly explained, values of (*) for 
various combinations of r and s notreadily summarized. The only joint distri- 
butions of bivariate statisties considered involve %k,,, kg,, and As. 

L. A. Aroian (R.). 

David, H. A.: Further applications of range to the analysis of variance. Bio- 
metrika 38, 393—409 (1951). 


This paper provides extensions of earlier work on a short cut analysis of variance based 


on the sample range in place of the sample mean square. Previous work (Patnaik, this | 


Te 


Zbl. 3%, 92) had dealt with the analysis of a single classification into ‚„Between groups‘ and | 


„Within groups“ in which the range of the (say) ktreatment-means Zuax — Xmnin is used a8 


a measure of the between treatment variance component and the average range, %, of the 
(say) n results treated alike is used as an estimate of the within treatment group variation. 


This method was generalized by Hartley (this Zbl. 39, 145) to a two way classification in 
which the estimate of the error mean square is computed from the mean range, w, in n groups 
of k deviates from treatment means (k = No of treatments, n = No of blocks), in the form 
w/ckn, and treatment and block components are respectively estimated from the range of 


treatment means and block means in the form %tr.mean/Cr and Woı.mean/Cn. In the present paper 
this method is extended to the following designs: — Double classification with cell repetition, 


randomized block experiment with two factor treatments and split plot experiment. The 


appropriate formulas for the divisors c and associated ‚‚fractional degrees of freedom‘ are deri- 
ved and tabulated. In the latter part of the paper the case of k treatment groups (=1,...,k) 
with unequal replicates n: is dealt with. H.O. Hartley. 

Kitagawa, Tosio: Analysis of variance applied to funetion spaces. Mem. Fac. 
Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 6, 41—53 (1951). 

In the ordinary theory of analysis of variance the causes of the variation are arranged 
in m rows and r columns. The author extends this theory to the case in which they are arranged 
continuously in a two-dimensional intervalQ:0<t,7<1. Let x(t,r) bea generalized Wiener 
process whose time parameter is a two-dimensional one and runs over Q. Let {k(l), 1<i<m} 


and {g(), 1=j=n} satisfy (1) 2 k)=m, B3 He)=n, url fi) di = ()d=1, 
(3) f(t) bh (t) dt = gi (7) Hlr)de= ds A Now we put j ; 
Alf,g)= i) ft) dF(t) + jj g(r) dG (7) al gr) dıd.«(t,r), BJ kt) AF (1),0; =/ 9(T)dG (7), 


SS=nd (Al, 1) AD), So= m > (A(1,9) — A(1, 1))%, 


[3 


m n 


Be AA Dale Face 


i=1l jel 
It is proved in this paper that we may use Sr, So and Sz to test the hypothesis „R;—= 0“ or 
„0; = 0“ ete., as we do in the ordinary theory of analysis of variance. K. Itö. 

Kitagawa, Tosio: Successive process of statistieal inferences. II. Mem. Fac. 
Sci. Kyüsyü, Univ., Ser. A 6, 55—95 (1951). 

Wird besprochen in dies. Zbl. 48, 365. 

Stuart, A.: An application of the distribution of the ranking eoncordance 
coeffieient. Biometrika 38, 33—42 (1951). 

Let m members be sampled, without replacement, from a population of 
rankings ofl to n. The author defines a concordance coefficient W = [12/n(n®—1)]. 
> k2, where the k are the sample means of any of the » variates (the values of 
which are, for every member, a permutation of 1, 2,...,%). He derives the 
expectation of W, the variance of W when the means of the population rankings 
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are equal, and higher moments for the case of an infinite population. It is men- 
__tioned how the hypothesis, that the mean rankings in tbe population are equal, 


can be tested and an illustration is given of a case concerning social stratification, 
where this test was used. S. Vajda. 


Moran, P.A.P.: Partial and multiple rank correlation. Biometrika 38, 26—32 
(1951). 

The author gives first a table which shows that M. G. Kendall’s t can be 
tested by assuming it to be a product moment correlation coefficient based on 
1 + [9n(n — 1)/2(2n + 5)] pairs of observations and adds remarks on the relative 
power of tests of rank correlation. He then illustrates the distribution of the 
partial rank correlation coefficient t,,, for n=4, without reaching very clear 
conclusions (as he states). Finally, he defines a multiple rank correlation coeffi- 
cient by Roy =1-— (1-1) (1 — ia) and determines its expectation. The 

_ expression for it includes t£,, as well as Spearman’s rank correlation coefficient. 
S. Vaida. 

David, S.T., M. G. Kendall and A. Stuart: Some questions of distribution 
in the theory of rank correlation. Biometrika 38, 131—140 (1951). 

„‚ For the population of rankings in which each ranking occurs equally fre- 
quently, the authors give (i) the distribution of Spearman’s 0, for n = 9 and 10, 
(ii) the moments and cumulants of 0, up to order 8, (iii) an expansion of the fre- 
quency function of 0, and r. They also examine the product moment correlation 
between sample values of o, and r from a bivariate normal population. The 
methods of derivation are described and historical notes on earlier work of a 
similar nature are added. S. Vajda. 


Lehmann, E.L.: Consisteney and unbiasedness of certain nonparametrie 
tests. Ann. math. Statist. 22, 165—179 (1951). 

It is shown that there exist strietly unbiased and consistent tests (based 
on ranks) for the univariate and multivariate two- and k-sample problem, for 
the hypothesis of independence, and for the hypothesis of symmetry with respect 
to a given point. For certain hypotheses an unbiased test is necessarily a rando- 
mized one. These unbiased tests do not seem to be very efficient with respect 
to ‚‚most‘‘ alternatives. The two-sample test of Mann and Whitney is shown 
to be unbiased against the alternatives that the two cumulative distribution 
functions satisfy the inequality F(t)>@(t) for all t. The results concerning 
unbiasedness remain true for discontinuous distributions if tied observations 
are ranked at random. Certain new (not unbiased) two-sample tests are discussed 
which are designed to discriminate against specified alternatives. The large- 
sample power of these tests and the Mann-Whitney test are obtained by means 
of a theorem of the reviewer [Ann. math. Statist. 19, 293—325 (1948)]. 

W. Hoeffding (R.). 

Durbin, J. and M. G. Kendall: The geometry of estimation. Biometrika 38, 
150—158 (1951). 

Verschiedene bekannte Zusammenhänge zwischen linearen ‚‚unbiased‘ 

* Schätzungen mit kleinster Streuung und der Methode der kleinsten Quadrate 
werden mit Hilfe der auf R. A. Fisher zurückgehenden ‚‚geometrischen Me- 
thode‘‘ dargestellt. Neu ist die folgende mit dieser Methode erzielte Verallgemei- 
nerung. Wenn auf Grund des aus » unkorrelierten, standardisierten Beobach- 
tungen bestehenden Vektors y mit dem Erwartungswert E(y) = A ß der Vektor 

- ö=Dß geschätzt werden soll, wobei A und D bekannte Matrizen sind, dann 

_ ist die lineare unbiased Schätzung von ö mit kleinster (verallgemeinerter) Streuung 

- durch Einsetzen des mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate gewonnenen 

Schätzwerts von ß in den Ausdruck von ö gegeben. E. Walter. 
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Barankin, E. W. and J. @urland: On asymptotically normal, efficient esti- | 


mators. I. Univ. California Publ. Statist. 1, Nr.6, 89—130 (1951). 


Neyman pointed out (this Zbl. 39, 143) that, since the consisteney, asymptotic normality, 


and minimal asymptotic variance (efficiency) of maximum likelihood estimators (under 


certain regularity conditions) constitute „the only rational basis for preferring them to other | 
estimates,““ any other estimator possessing these properties will, „as far as asymptotie pro- | 


perties are concerned, be just as good an estimate‘. Certain estimators of the latter type, 
called BAN estimators, have the advantage that they will often be easier to calculate, requiring 


only linear methods in many cases. The present authors generalize Neyman’s work on the 


multinomial problem to a broader class IT, of families P of distributions characterized by & 
finite number of real parameters. The conditions and definitions of the paper are too lengthy 


to detail, but the essential results are as follows: A method M, is given for constructing (for 


each sample size) an estimator of the parameters of the given family P. In general many 
such estimators may be constructed using M,. A class of consistent and asymptotically normal 
estimators generated by M, is characterized. If P satisfies a Koopman form with certain 
regularity conditions, a subelass of the above class contains estimators which are efficient 
for all values of the parameters. A second method of generating such estimator is given, 
which under certain restrietions requires only the solution of linear equations. Examples 


are given which demonstrate the simplieity of this method over that of maximum likelihood. | 


Fundamental to the paper is the notion of a „‚separator‘‘ which generalizes Neyman’s ‚‚general- 
ized distance‘ and ‚alternative x?‘ forms. A deeper discussion of separators, as well as a 
treatment of hypothesis testing, will be given in future papers. J. Kiefer (R.). 

Girshick, M. A. and L. J. Savage: Bayes and minimax estimates for quadratie 
loss funetions. Proc. Berkeley Sympos. Math. Statist. Probability, California 
July 3l— August 12, 1950, 53—73 (1951). 


The authors consider estimation problems in which the loss when g is the 
estimated value of the unknown real parameter Qis /(0) (g — 9)?. For the case | 


in which Ois a translation parameter, i.e. Pofx€ $S} = P,{x — 0 g€ S} where P, 
is a known distribution over n-space ande=(1l,1,...,1), the estimate u*(x) = 
x, — Eu(&| 2 — 8), where = (&%,...,%) and 2= % x;/n is unbiased, has 
constant variance o?, increases by A when all observations increase by h, and 
no other estimate u exists with sup,o?(w) <o?. For the case in which © is the 
parameter of an exponential family, i.e. the density of x is ß(r) with respect 
to a measure y, where 9 = E(z|r), then if —o <r<oo, x is an admissible 
minimax estimate of © for A(0) = 1/0?(x|r). Moreover, the conditional risk after 
observations is a function of n only, so that, if the cost of n observations is a 
function of n only, the minimax sampling plan is a fixed sample size. 


D. Blackwell (R.). 


Kunisawa, K., H. Makabo and H. Morimura: Tables of eonfidence bands for 
the population distribution funetion. I. Reports Statist. Appl. Research 1, 2344 


(1951). 


Thompson, H. R.: Truncated log-normal distributions. I. Solution by moments. 
Biometrika 38, 414—422 (1951). 


The author is concerned with the fitting of what is called a ‚„‚truncated log-normal | 


distribution“ to a completely observed distribution of count data. It is assumed that the 
proportion with which r counts are observed in the population is given by 


log (r+1) 1 ß log (r+-1) 
1 em / 
I = exp’ — - la — 2(x)dx (say), 
v r Yero pP | 2 0? J ( ) ( J ) 
ogr ogr 


in which the parameters u and o must be estimated from the data. In order to do this the 
following modified and truncated frequency distribution is introduced for the variate x: 
a oo 
(1) Belez ar —08 Pr {x = a} = [ z(e) de, Prix >.a} — [z(x) de. 
00 a 
For gen a distribution of x the population moments (about a) ui (a), us(a) are related to n, 
M#, 0 By 


(2) D,(t) = (« — tg)?/(g — tz + 1?g) = [ui (a)]?/u3 (a) 


where- (3) u=a— ol; o = ula)/d,lt); 2= la); g= H; z(2)de; D,()=z—-ty. The 


a 


| 
1 


j 


E- all 


method of estimation consists in equating the first two moments about a, computed from the 
observed frequency distribution, to ui(a) and u3(a) respectively, solving (2) for t by inverse 
interpolation and finally computing u and o from (3). In the computation of these grouped 
moments z-midpoints 3 {log(r + 1) + logr} are applied to the observed y, for r >1 and the 
frequency for r = 0 is (apparently) omitted. The effect of using such ‚„‚grouped moments“ 
in place of the population moments 1 (a), 13 (a) of the distribution (1) is investigated empirically 
and the resulting adjustments for u and o tabulated. The background distribution (1) seems 
to be most artificial and is elearly unacceptable if a >1log(0 + 1) = 0, which fact is not 
discussed. Tables of ®,(t) and ®,(t) to 4 decimals are given as functions of t for t—= — 4.0 
4.1) 2.0, and x = 4 {log(r + 1) + logr} along with x? are given to 3 deeimals for r =1 (1) 80. 
H.O. Hartley. 
Mann, Henry B.: The estimation of parameters in certain stochastie processes. 
Sankhya 11, 97—106 (1951). 
The author studies the estimation of parameters occuring in the following two processes. 
{A) X: is given by the difference equation, Xı+r = Xı + &ır, where &ır is independent of Xı, 
normally distributed with mean zero and variance cr and the &,:, Ü=1,...,n) are comple- 


tely independent random variables if the intervals (t;, 4; + %) do not overlap. (B) X. is the 
Ornstein-Uhlenbeck (0. U.) process, i.e., Xırr = a Äı + &r, ar =e-fr, 8>0, where &ır 
is normal with mean O0 and variance o?(1 — a;), the other conditions on the e’s being the same 
asin (A). It is further assumed that X: has the normal distribution with mean O0 and variance 0°. 
Let Y, = X: + f(t), X: being the process given in (A) and f(t) is of bounded variation in the 
intetval (0, T) and satisfies a Lipschitz condition of order one in that interval. Assuming 
that the process Y: is completely known in the interval the author discusses the estimation 
of f(t) in the two special cases when (i) f(t) is linear in t and (ii) a trigonometrie polynomial. 
For the O. U. process it is shown that NU?(D— 2ß 0?) has a limiting normal distribution 


with mean O0 and variance 80% ß? where D denotes N-1 > ee AH 


On the left-hand side of equation (16) o®?YN D should be replaced by o D2. All the proofs 
follow by straightforward computations. @G. Kallianpur (R.). 


Ogasawara, Töziro and Masayuki Takahashi: Independence of quadratie 
quantities in a normal system. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 15, 1—9 (1951). 

Verff. beweisen das von A.T. Craig [Ann. math. Statistics 14, 195—197 
(1943)] und H. Sakamoto [Research Mem. Inst. statist. math. 1 (1944)] stam- 
mende Lemma: Für reelle, symmetrische k x k Matrizen A, Bist AB = O0 äqui- 
valent mit |E—sA||E—tB|=|E —sA —tB| mit beliebigen reellen Ska- 
laren s, t. Der Satz wird angewandt zum Beweis einer Reihe von Sätzen, in denen 
für quadratische Formen von multinormal verteilten Variablen mit Hilfe der 
Moment-Erzeugenden notwendige und hinreichende Bedingungen für y?-Ver- 
teilung derselben bzw. für ihre gegenseitige Unabhängigkeit hergeleitet und diese 
Bedingungen miteinander verknüpft werden (Cochrans Theorem u.a.m.). 
Der Gedankengang wird auf n unabhängige Spaltenvektoren mit multinormal 
verteilten Komponenten übertragen und führt zu analogen Sätzen für Wishart- 
Verteilungen. M. P. Geppert. 

Matusita, Kameo: Note on the independence of certain statisties. Ann. Inst. 
statist. Math. 1, 79—82 (1949). 

The following theorem, originally proved by Aitken is here reproved: 
Letz= (z,,..., %) denote a vector whose components constitute an n-variate 
observation from an n-variate normal distribution with variance covariance 

_ matrix R and let D=Ax, Y=Bx denote two quadratic forms in the ©; 
with matrices A and B respectively, then a necessary and sufficient con- 
dition for the independence of ® and W is ARB=0. The references are 
to the Literature cited by H. Sakamoto in the same issue (see following 
abstracts). H.O. Hartley. 

Ogawa, Junjiro: On the independence of bilinear and quadratie forms of a 
random sample from a normal population. Ann. Inst. statist. Math. 1, 83—108 
(1949). 

The author is concerned with a revision of a theorem (since proved rather 
more simply by Aitken) on the independence of two quadratic forms of corre- 
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lated normai variates (see preceding abstract). The method here adopted is that 
of consideration of ranks and vector spaces and brings out a unified approach | 


to the present theorem as well as to a generalization of Cochrans theorem on the 


42-distribution of component quadratic forms. Applications to maximum likeli- | 


hood estimation in Analysis of Variance are discussed. H.O. Hartley. 

Sakamoto, Heihachi: On the eriteria of the independence and the degrees 
of freedom of statisties and their applications to the analysis of varianee. Ann. Inst. 
statist. Math. 1, 109—122 (1949). 


The author is concerned with the basis of the theory of estimation and tests | 


of significancee in multivariate normal regression theory. Fundamental results are 
proved by use of matrix theory and in particular modern theorems on the inde- 
pendence of quadratic forms, which can be traced back to Aitken are used. The 


following generalization of Cochrans theorem is added to the list of already known 
results: — Let x = (a)... %.) denote a vector whose components follow a multi- 


variate normal distribution (with Variance Covariance Matrix V). If then the k quadratic 
forms ; = X 4X (i=1,2,...,k) are independent and if 2, ®; is distributed as %°, 
then all @; are distributed as y?. The applications result in shorter proofs of well known theorems 


including some concerning the Analysis of Variance tests, in which the effect constants of the 
probability model are regarded as regression coefficients. Many of the results are also proved 


in the paper by J. Ogawa in the same issue of this journal (ef. preced. refer.). H.O. Hartley. | 
Kendall, M. G.: Regression, structure and functional relationship. I. Bio- 


metrika 38, 11—25 (1951). 
The purpose of this paper is to remove obscurities and misunderstandings 
concerning. the concepts of regression and of functional relationship. The author 


shows how the ideas about regression have changed in the course of time and 


considers, in particular, the justification for the conventional procedures when 


the values of the ‚‚predicted‘ variate (that usually denoted by x) are not ‚‚deter- 


mined‘“ (i.e. decided before the sample is drawn). The case of p(> 1) predicated 
variates is also considered. There follows a remark concerning the logic of signifi- 
cance tests for regression coefficients and finally a discussion of functional rela- 
tionship between two variables, both of them subject to errors of observation. 
S. Vajda. 


Matsumura, Soji: Bemerkung zur Korrelationstheorie. J. Osaka Inst. Sci. | 


Technol., Part I 3, 33—34 (1951). 
Keeping, E. A.: A significance test for exponential regression. Ann. math. 
Statist. 22, 180—198 (1951). 


The paper deals with a method suggested by Hotelling (this Zbl. 20, 383) for testing 
the significance of nonlinear regression. Assume that %; is normally distributed with mean 


be’ and variance independent of &,5=1,...,n. In order to minimize A 


we pick the value of p which minimizes the angel between the line through (y,,.. ., y) and 


that through (e’”!,..., e””*) in n-dimensional space. Under the null hypothesis that 5=0, 
the projection of (Y,,..., 4.) on the unit hypersphere is uniformly distributed. The proba- 


jlity that A N 
ee RZ uldgr dm 
exceeds Ro; where the Y; are the fitted values, is, under the null hypothesis, the ratio A/B, 
where Bis the area of the unit hypersphere and A is the area of the tube of points at a geo- 
desie distance < cos-! R, from the projection on the unit hypersphere of the curve Y; = e’“i, 
where p is the curve parameter. The author evaluates the length of this curve on the 
hypersphere and uses a result of Hotelling to go from this to the area A. A short table of 
significance levels is given. The case Y; = a -+ be’ istreated by similar methods. It is stated 
that under the null hypothesis the joint density of the yı is a function of I, x}; this is a 
misprint for I 7%. T. E. Harris (R.). 
Halperin, Max: Normal regression theory in the presence of intra-class corre- 
lation. Ann. math. Statistics 22, 573—580 (1951). 
The author considers some special cases of dependence among residuals 
in multiple linear regression and shows that the classical tests are sometimes 
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k 
_ valid in such situations, as, for example, in the following: Let ,; = 3) Oy pi +2: 
1 


_ where the x,; are fixed and known, the C, are fixed but must be estimated and 

the z; have a joint multivariate normal distribution with variance covariance 
matrix in which all diagonal elements are o? and all others 0 0?. Then the usual 
formulae for estimation of the C', and tests of significance apply with a residual 
variance of o?(1 — o). Similar results have already been obtained by Votaw, 
Kimball and Rafferty [Biometrics 6, 259 (1950)] and by G. E.P. Box (un- 
published). H.O. Hartley. 

e Whittle, Peter: Hypothesis testing in time series analysis. Uppsala: Alm- 
qvist & Wiksells Boktryckeri AB 1951. 120 p. | 

Verf. entwickelt Prüfverfahren für verschiedene Teilgebiete der Zeitreihenanalyse. Es 
wird zunächst der schärfste Test zur Prüfung der Hypothese, daß eine Beobachtungsreihe 
einem bis auf die Streuung bekannten Gaußschen Prozeß entnommen worden ist, aufgestellt, 
wenn die Alternative in gleicher Weise bekannt ist und dieselbe Streuung besitzt. Die 

- Verteilung des Prüfmaßes, das ein Quotient zweier quadratischer Formen ist, wird durch 
eine Gram-Charliersche Reihe angenähert. Der Hauptteil behandelt das entsprechende Problem 
für den wichtigen Fall, daß die Parameter unbekannt sind und nur zwischen zwei verschie- 
‚denen Modellen, z. B. einem autoregressiven und einem Moving-Average-Modell gegebener 
Ordnung entschieden werden soll. Zur Elimination der Parameter wird eine a priori Vertei- 
lung’ der Parameter angesetzt. Die dadurch entstehende Unbestimmtheit verschwindet mit 
wachsendem Stichprobenumfang, wenn man Maximum-Likelihood-Schätzwerte für die Para- 
meter verwendet. R. A. Fishers Test für die größte Intensität bei Periodogrammunter- 
suchungen wird auf korrelierte Variable ausgedehnt, und es werden Näherungen für die 
Verteilungen der Prüfmaße angegeben. Abschließend werden Tests für die Anpassung an ein 
gegebenes Modell betrachtet, wobei die Likelihood als Prüfmaß verwendet wird. ZB. Walter. 

Matthai, Abraham and M. B. Kannan: Moving averages. (The applicability of 
large sample tests for moving average and autoregressive schemes to series of short 
length. — An experimental study. Part I.) Sankhyä 11, 217—238 (1951). 

Es wird von experimentellen Untersuchungen berichtet, die feststellen sollen, inwieweit 
die für Zeitreihen mit großer Gliederanzahl entwickelten statistischen Methoden auch auf 

- kurze Zeitreihen anwendbar sind. Zu diesem Zweck konstruieren die Verff. mit Hilfe normal- 
verteilter Zufallszahlen 225 Reihen mit 35 und 15 Gliedern unter Zugrundelegung dreier ver- 
schiedener Moving-average-Modelle und leiten eine Näherungsformel für den sytematischen 
Fehler bei der Schätzung des Reihenkorrelationskoeffizienten o; her, der bei kurzen Zeit- 
reihen auftritt, wenn man den empirischen Reihenkorrelationskoeffizienten r; als Schätz- 
wert für 0: benutzt. H. Wolds Test (dies. Zbl. 36, 215) zur Prüfung der Hypothese, daß ein 
Moving-average-Modell mit vorgegebenen Koeffizienten vorliegt, wird auf diese Zeitreihen 
angewandt und ergibt ein viel zu häufiges Verwerfen der Nullhypothese. Dagegen ist der 
Test bei der Anpassung an ein Moving-average-Modell, bei dem die Koeffizienten geschätzt 
werden, besser. E. Walter. 

Rao, S. Raja and Ranjan K. Som: Autoregressive series. (The applicability of 
large sample tests for moving average and autoregressive schemes to series of short 
length. — An experimental study. Part II.) Sankhyä 11, 239—256 (1951). 

Die Verff. behandeln in ähnlicher Weise wie in der vorstehend referierten Arbeit den 
autoregressiven Fall. Sie konstruieren insgesamt 150 Zeitreihen unter Zugrundelegung zweier 
verschiedener autoregressiver Modelle und leiten eine entsprechende Formel] für den systema- 
tischen Fehler des Reihenkorrelationskoeffizienten ab. Die Anwendung des Tests von M.H. 
Quenouille (dies. Zbl. 29, 274) ergibt ähnlich ungünstige Resultate. Für das Schätzen der 
Parameter a: des autoregressiven Modells zeigt es sich, daß das Kendallsche Verfahren, den 
‚Ausdruck 3 (% a;rs_:) zum Minimum zu machen, die besten Werte ergibt. Unerwartet gut 


‚ist die Anpassung der autoregressiven Zeitreihen mit zwei Parametern durch ein Moving- 
average-Modell mit drei Parametern; ein Zeichen dafür, daß Wold’s Test gegenüber auto- 
regressiven Zeitreihen wenig leistungsfähig ist. E. Walter. 

Rao, C. Radhakrishna: The diseriminant function approach in the elassifieation 

_ of time series. (The applieability of large sample tests for moving average and auto- 

_ regressive schemes to series of short length. — An experimental study. Part III.) 

- Sankhyä 11, 257—272 (1951). 

# Es wird vorgeschlagen, zum ‚Trennen‘ zweier verschiedener Zeitreihenmodelle das 

; Likelihoodverhältnis auf Grund der ersten Reihenkorrelationen zu berechnen und, falls sich 
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hier keine Entscheidung ergibt, wie in der Sequentialanalyse so lange weitere Reihenkorrela- 
tionen hinzuzunehmen, bis eine Entscheidung erreicht wird bzw. alle Reihenkorrelationer 
aufgebraucht sind. Ein Schätzverfahren für die Reihenkorrelationen 0; des Moving-average- 
Schemas wird angegeben, das nicht nur auf den entsprechenden vr; beruht, sondern auch! 
empirische Reihenkorrelationen anderer Ordnung benutzt. Im letzten Teil wird die Sequential-| 
analyse für den Fall begrenzter Beobachtungsanzahlen ausgebaut. Es werden engere Grenze 
für den Indifferenzbereich abgeleitet und die Wahrscheinlichkeiten für die auftretende 

- Fehler abgeschätzt. E. Walter. 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 
esse er ee ee Be Te ET 


@ Rashevsky, Nicholas: Mathematical biology of social behaviour. Chicago: 
University of Chicago Press 1951. 256 p.; 5,00 dollars. 

The author is a pioneer in the study of the mathematical biology of be- 
haviour, which, in turn, leads to the study of social behaviour. To students believ- 
ing in the essential unity of sciences and of methods Rashevsky’s approach 
seems natural and extremely commendable. It is not possible to give in a small 


previous works (Mathematical Biophysics, rev. ed., Chicago 1948. Mathematical 
Theory of Human Relations, Bloomington 1948, this Zbl. 32, 297) as well as: 
on the contributions of his School. The Table of Contents reads: I. Brain Mecha-: 
nism and Behaviour. II. Social Hierarchies. III. Imitative Behaviour. IV. Moti-, 
vational Behaviour. V. Learned Behaviour. VI. Miscellaneous Problems. 
H. Geiringer. | 
Tedeschi, B.: Aleune considerazioni sulla teoria elassieca e sulla teoria collet- 
tiva del rischio. Giorn. Ist. Ital. Attuari 14, 16—35 (1951). 
| @ Tedesehi, Bruno: Ulteriori considerazioni sulla teoria elassica del rischio 
ed altri esempi relativi alle varie teorie. Roma: Casa Editrice Perrella 1951. 7 S: 
I) Verf. vergleicht die Gründe von Ottaviani (dies. Zbl. 23, 351) ul 
Segerdahl (dies. Zbl. 26, 419) zugunsten der klassischen und bzw. der kollek- 
tiven Risikotheorie und verteidigt den ersten Standpunkt. Es werden ferner! 
aus einer Ungleichung von Kolmogoroff Formeln erhalten, die neue Schätzungen | 


der Ruinwahrscheinlichkeit darstellen. — II) Ergänzende Betrachtungen und! 
zwei weitere Formeln zur Abgrenzung der Ruinwahrscheinlichkeit (von alten 
Ungleichungen von Cantelli abgeleitet). B. de Finetti. 


Debreu, Gerard: The coefficient of resource utilization. Econometrica 19, 
273—292 (1951). 

Als Koeffizient der Ausnutzung der einem Wirtschaftssystem zur Verfügung 
stehenden Güter wird der Quotient zweier Gütermengen, nämlich der tatsäch- 
lich gebrauchten Gütermenge und derjenigen Menge, die bei optimaler Ausnut-' 
zung nur notwendig wäre, um einen entsprechenden Lebensstandard zu sichern, 
definiert. Die einzelnen Güter werden mit Preisen eines Preissystems gewichtet, 
das der optimalen Ausnutzung zugeordnet ist und dessen Existenz nachgewiesen | 
wird. Es wird gezeigt, daß eine Verallgemeinerung des behandelten Modells der 
Waldschen Theorie der Entscheidungsfunktionen isomorph ist. E. Walter. 

Wold, Herman 0. A.: Dynamie systems of the reeursive type. Economie and 
statistieal aspeets. Sankhyä 11, 205—216 (1951). 

Verf. gibt einen Überblick über die Entwicklung der dynamischen Wirt- 
schaftstheorien. Er unterscheidet zwischen rekursiven (J. Tinbergen) und struk- 
turellen Systemen (P. Samuelson, T. Haavelmo, T.Koopmans u.a.). 
Während bei den ersteren Systemen die ö-te Variable y® zur Zeit tvon dni—1 
vorhergehenden Variablen zur Zeit t und von Variablen zur Zeit r<t abhängt, 
kann bei strukturellen Systemen die ö-te Variable auch von den Variablen yP 
(>?) beeinflußt werden. Durch diese Erweiterung seien aber die strukturellen 
Systeme einer kausalen Interpretation nicht mehr fähig. Die Arbeit schließt mit 
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_ einem Satz, der besagt, daß die übliche Regressionsanalyse unter sehr allgemeinen 

Bedingungen asymptotisch unbiased Schätzwerte für die Parameter eines rekur- 
siven Systems liefert. E. Walter. 


© Doriman,R.: Application of linear programming to the theory of the firm. 
Berkeley: University of California Press 1951. IX, 98 p. $ 3,50. 


Geometrie. 


Gru ndlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Freudenthal, H.: De fontibus geometriae in intuitione et abstractione quaeren- 
dis. Gregorianum 32, 425—433 (1951). 

Hoenen S. I., P.: De noetica geometriae responsum ad animadversiones Clmi 
H. Freudenthal. Gregorianum 32, 434—452 (1951). 

Diese beiden Abhandlungen, die an früher in der gleichen Zeitschrift erschie- 
nene Arbeiten anknüpfen, enthalten eine philosophische Auseinandersetzung über 
die axiomatischen Grundlagen der Geometrie, in der H. Freudenthal gegenüber 
demf Aristoteliker P. Hoenen, der die Berufung auf die Anschauung für unver- 
meidbar hält, für die in der modernen Mathematik vertretene Auffassung eintritt. 

F. Löbell. 

e Lauwerier, Hendrik Adolf: Axiomatische Untersuchungen über die ebene 
Geometrie. Diss. Delft: Waltman 1948. 70 S. [Holländisch]. 

In I wird gezeigt, wie man die ebene projektive Geometrie aufbauen kann, indem man 
außer den projektiven Inzidenzaxiomen Regeln über Doppelverhältnisse voraussetzt: 1. Jedem 
Quadrupel A, B, ©, D kollinearer Punkte läßt sich ein Element (A BC.D) aus einem Körper L 
zuordnen; 2. Sind en B,C kollinear, so gibt es genau einen Punkt D, so daß (A BC.D) gleich 
einem gegebenen Element aus L ist; 3. (ABPQ)(ABQR) = (A BPR), (ABCD)+(ACBD) 
=1;4. AS AFA N BI B>rB, B)) falls A; B; konkurrent. Die Kommutativität von L 

ist eine Folgerung. — In II werden die projektiven Inzidenzaxiome und der Satz von Pappus- 
Pascal in affiner Spezialisierung als gültig vorausgesetzt und die Existenz des Doppelverhält- 
nisses mit den Regeln bewiesen. Beim Operieren mit Perspektivitäten-Ketten, z.B. beim 
Beweis des Satzes von Desargues aus dem Satz von Pappus-Pascal, verwendet der Verf. eine 
kurze symbolische Schreibweise. Als Doppelverhältnisse werden die Klassen projektiver Punkt- 
quadrupel genommen; dabei werden zwei auf verschiedenen Geraden gelegene Quadrupel 
DASS AS A, und .B,, B;, B,, B, projektiv genannt, wenn die Punkte (A;B;, A;B:) kol- 
linear sind. — In III wird ein analoges nichtkommutatives Rechnen mit affinen Punkttripeln 
mit Hilfe des affinen Satzes von Desargues entwickelt. — In IV wird innerhalb der projektiven 
Geometrie durch Einführung eines isotropen Punktepaares die euklidische Geometrie ent- 
wickelt. Dabei wird vorausgesetzt, daß L ein kommutativer Körper mit Charakteristik + 2 
ist, in dem jedes Element Quadrat ist. Trigonometrische Funktionen werden mit Hilfe von 
Doppelverhältnissen definiert; besondere Überlegungen erfordert hierbei die Einführung 
gerichteter Geraden. — In V werden die Resultate aus IV auf die nicht-euklidische Geometrie 
ausgedehnt. F. Bachmann. 


Jaskowski, S.: Sur les axiomes de la g6ome6trie des corps. Dodatek Rocznika 
Polsk. Towarz. mat. 22, 86—87 (1951). 

@e Bilo, Julien: Untersuchungen über die geometrischen Grundlagen der 

_ projektiven Quaternionengeometrie. Brussel: A. Vanderlinden 1949. 123 8. frs. 
75,— [Flämisch]. 

Verf. baut die projektive Quaternionengeometrie auf axiomatischer Grund- 
lage rein geometrisch auf. In der Einleitung stellt er die Axiome der Verknüpfung, 
der Anordnung und der Stetigkeit zusammen; sie stimmen im wesentlichen mit 

* den Axiomen von Veblen und Young in ihrer ‚‚Projektiven Geometrie‘ überein. 
- Die Stetigkeitsaxiome führen zu dem Begriff der ‚Kette‘ als der Menge der 
Elemente, die den Dedekindschen Schnitten in einem rationalen Netz einer 
£ E Grundtigur erster Stufe (Punktreihe, Geradenbüschel, Ebenenbüschel) assoziiert 
} sind. Die Projektivität zwischen Grundfiguren erster Stufe wird als Produkt 
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von Perspektivitäten definiert. Eine ‚elementare‘ Projektivität ist das Produkt 
von zwei Perspektivitäten. — Das erste Kapitel bringt fünf Axiome, die die 
projektive Quaternionengerade kennzeichnen. Die beiden ersten sind der ge- 
wöhnlichen komplexen projektiven Geometrie und der projektiven Quater- 
nionengeometrie gemein, aber nicht in der reellen projektiven Geometrie erfüllt. 
Die Theorie der Ketten höherer Art, die mit Hilfe der elementaren Projektivi- 
täten aufgestellt wird, führt dazu, die Quaternionengerade als vierdimensionalen | 
Raum aufzufassen. — Im zweiten Kapitel wird ein Fundamentalsatz für die 
projektive Quaternionengeometrie angegeben, der dem Fundamentalsatz der 
gewöhnlichen projektiven Geometrie entspricht. — Das dritte Kapitel führt die 
projektive Geometrie der Quaternionengerade weiter aus, bringt insbesondere | 
eine Theorie der elliptischen Involutionen auf Ketten beliebiger Art. — Im 
vierten Kapitel wird die Vollständigkeit des Axiomensystems durch den Nachweis 
bewiesen, daß eine Punktalgebra auf der projektiven Quaternionengerade mit 
der Algebra der reellen Quaternionen isomorph ist. — Das fünfte Kapitel bringt 
den Nachweis der Widerspruchsfreiheit und der Unabhängigkeit der Axiome. 

M.Zacharias. 


Bachmann, F.: Geometrien mit euklidischer Metrik, in denen es zu jeder | 
Geraden durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt mehrere Nichtschneidende 
gibt. I, II. Math. Z. 51, 752—768, 769—779 (1949). 

Unter einer ‚„‚metrisch-euklidischen‘‘ Geometrie versteht Verf. eine Geometrie, die dem 
von Arnold Schmidt angegebenen, auf dem Spiegelungsbegriff beruhenden Axiomensystem der 
absoluten Geometrie (dies. Zbl.2%, 418) genügt und in der jedes Viereck mit dreirechten Winkeln 
ein Rechteck ist. Gilt zusätzlich das Parallelenaxiom, so wird die Geometrie ‚‚euklidisch‘“genannt. 
Verf. untersucht diejenigen metrisch-euklidischen Teilgeometrien einer gegebenen euklidischen 
Geometrie, die mit einem Punkt alle durch ihn gehenden Geraden enthalten (sog. ‚„‚zugehörige““ 
Teilgeometrien). Während in einer III. Mitteilung (dies. Zbl. 30, 408) das Problem ohne 
Zusatzbedingung behandelt wird, sind in den Mitteilungen I und II gewisse Halbierbarkeits- 
annahmen eingeführt: In I wird die Halbierbarkeit des rechten Winkels vorausgesetzt. Dann 
kann man durch geeignete Wahl der Einheitspunkte (1,0) und (0,1) auf den Koordinatenachsen 
stets die durch die Orthogonalitätsbedingung u’ u’ + (v’ v'')/k = 0 festgelegte Orthogonali- ; 
tätskonstante k zu 1 normieren. Ist K der Koordinatenkörper der euklidischen Geometrie, | 
so ist nach dieser Normierung jede zugehörige metrisch-euklidische Teilgeometrie durch eine 
Teilmenge Mt € K als Koordinatenmenge eindeutig bestimmt, und es ergibt sich, wenn (0, 0) 
und (1,0) zur Teilgeometrie gehören, daß M ein Modul ist, der die Elemente des von den Ele- 
menten 1/(1 + c?) mit caus K erzeugten Ringes &© (K) als Multiplikatoren enthält ;.die kleinste 
zugehörige metrisch-euklidische Teilgeometrie, die (0,0) und (1,0) enthält, besitzt C (X) selbst 
als Koordinatenmenge. Ist K z. B. der Körper P der rationalen Zahlen, so besteht C(P) genau 
aus den rationalen Zahlen, deren Nenner in der gekürzten Form gleich 1 ist oder nur Prim- 
faktoren der Gestalt 9 = 2 und 4q + 1 enthält. Die Resultate gestatten, die Reichweite der 
folgenden drei ‚„Grundkonstruktionen‘ festzustellen: 1) die Verbindungsgerade zu zwei 
gegebenen, voneinander verschiedenen Punkten zu ziehen, 2) durch einen gegebenen Punkt‘ 
zu einer gegebenen Geraden die Senkrechte zu ziehen, 3) den Schnittpunkt zu zwei gegebenen 
orthogonalen Geraden zu konstruieren. Für die gewöhnliche reelle euklidische Geometrie 
erhält man z. B., vonden Punkten (0,0), (1,0) und (0,1) ausgehend, mit den genannten drei 
Grundkonstruktionen nicht das volle rationale Netz, sondern nur die Punkte, deren Koordi- 
naten dem Ring C(P) angehören, und ihre Verbindungsgeraden. — In HI wird die Halbier- 
barkeit jedes Winkels vorausgesetzt. Das bedeutet für den Koordinatenkörper K einer eukli- 
dischen Geometrie, daß —1 nicht Quadrat ist und daß außerdem die Operation Y1 + u?für jedes u 
ausführbar ist. Einen solchen Körper nennt Verf. einen ‚„‚Hilbertschen Körper“. Falls X der 
„Kleinste“ Hilbertsche Körper 2 ist (vgl. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl., 
Leipzig 1930, $9, $12), so wird der Ring C(2) gleich dem Körper 2; zu der euklidischen 
Geometrie über dem kleinsten Hilbertschen Körper Q gehört daher keine echte metrisch- 
euklidische Teilgeometrie. Im Falle des Hilbertschen Körpers 2(t) (vgl. D. Hilbert a.a. OÖ.) 
besteht der Ring &(@2(t)) aus allen Elementen von @(t), die als Funktionen des reellen Para- 
meters ? samt ihren Konjugierten beschränkt sind. Abschließend behandelt Verf. wie in I 
Konstruierbarkeitsfragen, wobei zu den drei Grundkonstruktionen von I zusätzlich die Ver- 
wendung des Eichmaßes zugelassen wird. H. Naumann — Arnold Schmidt. 


Mikan, Milan: Non-euelidian geometry. Acad. Tcheque Sci., Bull. internat., 
Cl. Sci. math. natur. med. 1949, 59—60 (1951). 
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Miyazaki, Hiroshi: On the Klein’s geometry. Töhoku math. J., II. Ser. 2, 


—_ 286—291 (1951). 


Der Satz, daß jede auf eine Gruppe von Transformationen eines Raumes 


. gegründete Kongruenzbeziehung den Äquivalenzpostulaten genügt, wird darauf- 
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hin untersucht, ob auch seine Umkehrung gilt. Es werden Gegenbeispiele kon- 
struiert; dabei erweist es sich als notwendig, die Begriffe der Kongruenz und 
der Figur allgemeiner als bisher zu fassen. Danach werden unter verschiedenen 
Voraussetzungen hauptsächlich topologischer Natur hinreichende Bedingungen 
für die Umkehrbarkeit des Satzes aufgestellt. F. Löbell. 

Maeda, Fumitomo: Lattice theoretie charaeterization of abstraet geometries. 
J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 15, 87—96 (1951). 

Let @ be a set of points. Suppose that to each finite subset {p,,.. ., Pn} 
of @ corresponds a subset 9, +:--- + 79„ of G@ such that 1) ?, = 9, implies 


en RT - tTmB=nt: 5 2, Dt tmem rt: +, 


where fi, ...,in} is any permutation of {1,...,n}, 3) CE p® +... +p% 
@=1,2,.. ‚m)imlyg +. +mCpP +... +p9 +. +94... Hp. 
Any point set with this structure is called by the author an abstract geometry 
with finitary operations. We shall call it simply geometry for brevity’s sake. 
Projective spaces with subspace spanned by 9,,:::,Pn 38 Pı +: + Mm, or 
Euclidean spaces with convex closure 0f 9,,.. ., Pn&as8 ?, + :-- + p„ are examples 
of such geometries. Subgeometries of a given geometry form obviously a lattice. 
The author gives a characterization of such lattices as complete lattices with 
the properties to be 1) relatively atomie (i.e. if «<b, there exists an element p 
of the lattice with a«<aup<sb), and 2) upper continuous (i.e. if {as; ö6€.D} 
is a directed set in the lattice, and as}a, then an bfanb for any b). This 
result generalizes the results of Prenowitz (this Zbl. 37, 216) and of Frink 
[Trans. Amer. math. Soc. 60, 452—467 (1946)]. S. Iyanaga. 


Analytische Geometrie: 


Norden, A. P.: Über eine geometrische Charakterisierung einer Abbildung 
mit Hilfe analytischer Funktionen von zwei komplexen Argumenten. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 145—147 (1951) [Russisch]. 

On montre comment on peut associer & la g&eometrie biaxiale, qui conserve deux 
droites absolues conjugees, des fonctions & deux variables complexes. Pour cela on 
suppose que les droites absolues sont & l’infini et on appelle B, l’espace (biaffin) 
dont le groupe fondamental conserve les deux droites. Les droites qui rencontrent 
les droites absolues s’appellent singulieres et deux figures s’appellent conjuguees, 
si elles sont conjuguees par rapport & l’involution absolue, qui conserve les deux 
droites absolues. Comme repere du groupe fondamental, on choisit un point 
(l’origine des coordonne6es) et quatres vecteurs ai, a‘, as, ai, dont ai, a‘ ne sont 
pas conjuguees, tandisque as, ai sont respectivement conjugudes & al, a%. On 
appelle coordonndes canoniques les coordonnees # (i=1,2,3,4) des points 


de B, par rapport & ce repere. En posant X= x!+i.22, Y= x° + ix on montre 


qu’une representation biconforme de B, sur lui m&me revient & une transformation 
analytique des variables X, Y (fonctions de deux variables complexes) et inver- 
sement. G. Vranceanu. 


© Iyer, S. Suryanarayana: Analytical geometry. Tiruchirapalli: St. Joseph’s 
Press 1951. 487 p.; Calico Rs. 15, ordinary Rs. 12,12. 

Das vorliegende Textbuch enthält die Vorlesungen über analytische Geometrie der Ebene, 
die Verf. seit vielen Jahren an den Universitäten Indiens gehalten hat; vor der Einführung 
des Verf. ein Vorwort von A. Narasinga Rao. Hauptziel ist die Untersuchung der Eigenschaf- 
ten der geraden Linien in der Ebene und der Kegelschnitte; die Methode ist durchweg eine 
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analytische; es werden zunächst gewöhnliche schiefwinklige und insbesondere rechtwinklige | 
Koordinaten benutzt; es folgen die kartesischen homogenen Koordinaten; weiter werden die 
projektiven homogenen Koordinaten eingeführt, nicht nur in ihrer allgemeinen Form, sondern 
auch in den beiden besonderen Formen der Trilinearkoordinaten (d.h. Entfernungen eines 
Punktes von den Seiten eines Dreiecks) und der Flächenkoordinaten (d.h. Dreiecksflächen, 
die von einem Punkte mit den drei Eckenpaaren eines Dreiecks bestimmt werden), welche 
eventuell auch normiert werden können. Was den Stoff betrifft, findet man hier eine reiche 
und vielgestaltige analytische Behandlung der Eigenschaften, besonders der metrischen Eigen- | 
schaften, der Geraden, des Kreises und der anderen Kegelschnitte, der Kegelschnittbüschel 
und -scharen. Imaginäre Elemente werden berücksichtigt. Jedes Kap. enthält am Schluß 
eine Sammlung von Aufgaben; darunter viele Prüfungsaufgaben verschiedener Universi- 
täten. [Bem. d. Ref.: Vom didaktischen Standpunkte aus ist Ref. nicht überzeugt, daß es 
zweckmäßig ist, den ganzen Formelapparat der analytischen Geometrie der Ebene in schief- 
winkligen Koordinaten auszubauen und erst dann die üblicheren Formeln in rechtwinkligen | 
Koordinatenachsen als besondere Fälle erscheinen zu lassen. Zu S. 1 ist zu bemerken, daß 
die Algebraische ‚„‚Geometrie‘“ in der heutigen Sprechweise mit „Koordinatengeometrie‘ 
nicht gleichbedeutend ist. Auf S. 121 ist die Gleichung 59 eines Kegelschnittbüschels nicht 
allgemein; sie gilt nur, wenn das Büschel ein Paar getrennter Geraden enthält.] 
E. Togliatti. 
Noi, Salvatore Di: Le congruenze sulla retta nella geometria proiettiva. Perio- 
dico Mat., IV. S. 29, 79—90 (1951). | 
Besprechung in dies. Zbl. 49, 107. 
Lepskij, M. M.: Die bei der Projektion von krummlinigen Punktreihen ent- 
stehende Zuordnung. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr. 3, 125—137 (1950) [Russisch]. 
Die Abbildung krummliniger Punktreihen (a,), (a,) aufeinander mit Hilfe von Gleit- 
kurven wurde zuerst in der Nomographie und vereinzelt in der kinematischen Geometrie 
angewandt. Eine systematische Theorie dieser Beziehungen ist in der Literatur nicht vor- 
handen. Verf. stellt sich die Aufgabe, diese Zuordnung zu untersuchen. Er führt dazu eine 
Reihe neuer Begriffe und eine zweckmäßige Art der analytischen Darstellung der Ab- 
bildungsbeziehung ein. — Eine eineindeutige und stetige Beziehung zwischen den Punkten 
4], Q, von (a,)(a,) wird eine Gleitung über die Kurve (t) genannt, wenn die Geraden (a, a,) | 
die Kurve (t), die Gleitkurve der Beziehung, berühren. Zieht sich die Gleitkurve auf einen 
Punkt P zusammen, so geht die Gleitung in eine Projektion über. Eine eineindeutige und 
stetige Beziehung der Punkte zweier krummliniger Reihen, die durch eine Projektion her- 
gestellt ist, heißt eine Quasiperspektivität. Führt man mehrere quasiperspektive Abbildungen 
nacheinander aus, so wird die zwischen der ersten und der letzten Punktreihe entstehende 
Zuordnung eine Quasiprojektivität genannt. Die durch eine beliebige Anzahl von Gleitungen | 
erzeugte Abbildung heißt eine Homöomorphie. Jede eineindeutige und stetige Abbildung 
zweier krummliniger Reihen ist eine Homöomorphie und kann als eine Gleitung aufgefaßt 
werden. Die bei der Herstellung einer allgemeinen Homöomorphie beteiligten Punktreihen 
werden fundamental genannt. Verf. betrachtet die von ihm untersuchten Beziehungen in 
der Nachbarschaft bestimmter, einander zugeordneter Punkte Ar: Ass 2.2, An.dersKundar 
mentalreihen, die ausgewählte Punkte heißen. Die Projektions- oder Gleitstrahlen, mit deren 
Hilfe die ausgewählten Punkte erhalten werden, heißen Fundamentalstrahlen. Der Funda- 
mentalstrahl A, A, berührt die zur Homöomorphie zwischen (a,) und (a,) gehörige Gleit- 
kurve (£) im charakteristischen Punkt 7’. Eine durch beliebige Gleitungen erzeugte Abbil- 
dung heißt einfach, wenn alle Fundamentalpunkte in ein und derselben Geraden liegen. — 
Die Lage der Punkte a einer krummlinigen Punktreihe in der Nachbarschaft des Fundamental- 
punktes A wird durch ein örtliches kartesisches Koordinatensystem mit dem Ursprung A 
festgestellt, dessen Ordinatenachse in eine Fundamentalgerade fällt. Mit Hilfe dieser Dar- 
stellungsmittel werden die allgemeine Homöomorphie und die einfachen Sonderfälle, wie 
etwa Quasiperspektivität und Quasiprojektivität, untersucht. Die Abszissen der Punkte a 
werden als ihre Querverschiebungen bezeichnet. Die Querverschiebung des Punktes a, wird 
in eine Reihe entwickelt, die nach Potenzen der Querverschiebung des entsprechenden Punktesa, 
mit rationalen, positiven und wachsenden Exponenten fortschreitet. Es wird der Einfluß 
der Ordnung der Berührung zwischen den Trägern der Fundamentalreihen und den Funda- 
mentalstrahlen und der Einfluß besonderer Lage der fundamentalen Gebilde auf den analy- 
tischen Ausdruck der Abbildung bestimmt. Ferner werden der Wechsel des Projektions- 
zentrums, die Lage des charakteristischen Punktes und die merkwürdigen Punkte auf der 
Achse einer einfachen quasiprojektiven Beziehung zweiter Stufe betrachtet. Eine beliebige 
eineindeutige und stetige Beziehung der Punkte zweier krummliniger Fundamentalreihen 
kann stets als eine zweistufige Quasiprojektivität aufgefaßt werden. Die Gleitung der die 
Quasiprojektivität vermittelnden „Zwischenkurve“ wird bestimmt und der Einfluß be- 
sonderer Lageverhältnisse der Fundamentalreihen gegenüber dem Fundamentalstrahl unter- 


sucht. W. Schmid. 
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Algebraische Geometrie: 


Purcell, Edwin J.: Further Cremona involutions in [n]. Univ. nac. Tucumän, 
Revista, Ser. A 8, 19—29 (1951). 


Verf. betrachtet Typen von Cremona-Transformationen des [n] von folgender, durch 
ein Symbol (a1, ..., &5—1, &, &j+15 +. ., &n) gekennzeichneten Art, wo die a; ganze positive Zahlen 
mit der Summe rn sind. Er geht aus von einem a,-fach unendlichen linearen System EZ, von 
linearen (n — a,)-dimensionalen Räumen. Dem allgemeinen Raum von 2;_ı sei, wenn + j, 
rational ein mit ihm veränderliches a;-fach unendliches lineares System &; von linearen 
(n — a;)-dimensionalen Räumen zugeordnet. Dem allgemeinen Raum aus 2,_ı sei jedoch 
rational ein &;-fach unendliches lineares System &; von (n — &)-dimensionalen Quadriken 
zugeordnet. Durch jeden Punkt des [rn] geht ein Raum von 2, ..., ein Raum aus demjenigen 
2&;, das dem durch P gehenden Raum aus &;_, zugeordnet ist. Alle diese Räume schneiden 
sich außer in P noch in einem Punkt P’. Die Zuordnung von P und P’ ist eine involutorische 
Cremona-Transformation. Verf. untersucht die Typen (n — 1,1) und (1,n — 1) noch etwas 
genauer, bestimmt die Gleichungen der Transformation, ihren Grad und ihr Fundamental- 


system, ferner invariante Punkte und Örter sowie Sonderfälle, zu denen für n=2 die 


Jonquieres-Transformationen gehören. — Dem Ref. scheint, daß in Gl. (3.4) rechts der Kehr- 
wert zu nehmen sei. Dadurch würde sich der Grad usw. noch etwas ändern. O.-H. Keller. 


j Dedö, Modesto: Algebra delle freece caratteristiche. Relazioni fondamentali e 
loro applieazione. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 227—258 
(1951). 

Diese interessante Arbeit enthält einen Überblick von unter Führung von O.Chisini 
angeregten Untersuchungen zur Konstruktion eines topologischen Modells, das eine reelle 
Darstellung gestattet für die ebenen algebraischen Kurven. Das Modellläßt sich etwa folgender- 
maßen beschreiben: Man betrachte eine ebene algebraische Kurve mit der Gleichung f(x, y)=0 
in rechtwinkligen Koordinaten, wobei die Achsen in allgemeiner Lage angenommen werden. 
In der Ebene x, der komplexen Variablen x mögen dı, ..., d„ die Verzweigungspunkte der 
algebraischen Funktion y= y(x) bezeichnen. Man betrachte nun ein System von Schleifen 
li, ..., Im in der Ebene x,, die von einem Punkt O ausgehen und bzw. die Punkte d,, ..., d„ 
umkreisen. Die Gesamtheit der nacheinander durchlaufenen Schleifen bildet eine Kurve _L, 
diein dem durch Weglassen der Punkte dı,..., d„ aus x, entstehenden Gebietin einen Punkt 
zusammenziehbar ist. Dem Punkte O entsprechen in der Ebene x, der Variablen ydie n Punkte 
Yıy +++, Ya. Diese werden in irgendeiner Reihenfolge durch Bogen verbunden, wodurch ein 
Polygon // entsteht. Da eine topologische Anderung unwesentlich ist, kann man J// als ein 
regelmäßiges Polygon voraussetzen. — Beschreibt nunmehr der Punkt O die Kurve L, so 
beschreiben die korrespondierenden Punkte n geschlossene Kurven in der Ebene r,. Wenn 
sich die Ebene x, gleichzeitig in einer zu x, senkrechten Richtung bewegt, entstehen im 
Raume n Fäden fi, ..., fn, die sich nicht schneiden, aber in bestimmter Weise verschlungen. 
sind. Ein derartiges System wird vom Verf. ein algebraischer Zopf genannt. Wenn O nur 
eine Schleife beschreibt, entsteht entsprechend ein Zug; die Züge reihen sich zu einem Zopf 
aneinander. Am Ende eines Zuges haben die Punkte yı,...., %n ihre Plätze gewechselt. — In 
diese Konstruktion gehen aber einige willkürliche Elemente ein, und zwar die Wahl des 
Punktes O, die Wahl der Schleifen in der Ebene m, und schließlich die Reihenfolge der Punkte 
Y1, ..:, Yn. Dadurch entsteht die Aufgabe, zu untersuchen, welchen Einfluß die Änderung des 
Punktes O hat, vorausgesetzt, daß das Schleifensystem sich stetig mitändert. Weiter, wie der 
Zopf transformiert wird, wenn man ein anderes Schleifensystem annimmt, und schließlich, 
was geschieht, wenn man die Reihenfolge der Punkte yı, ..., y„ abändert. Verf. entwirft einen 
einfachen Formalismus, der gestattet, die Modifikationen des Zopfes zu überblicken. Die 
Zöpfe können als ebene Diagramme dargestellt werden, und die Änderungen lassen sich an- 
schaulich verfolgen. — Von einigen Kurven werden die Zöpfe tatsächlich konstruiert. — 

J.C. H.Gerretsen. 


Galafassi, Vittorio Emanuele: Il segno del risultante di piü forme reali nella 
topologia degli spazi proiettivi reali. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. 
natur. 83, 275—289 (1951). 

Es wird eine topologische Deutung gegeben des Vorzeichens der Resultante R 
von r + 1 allgemeinen algebraischen Formen im r-dimensionalen projektiven Raum, 
wenn wenigstens zwei der Formen von gerader Ordnung sind. Zu dem Zweck erklärt 
der Verf. in rekursiver Weise eine sogenannte Trennungszahl / der r+ 1-Formen, 
welche nur die Werte 0 oder 1 haben kann und sich als eine topologische In- 
variante erweist. Es wird gesagt, daß die Formen einander trennen, wenn / =]|, 
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und nicht trennen, wenn I = 0. Es wird nun bewiesen, daß I/=0 mit R > 0 und 
I—=1 mit R< 0 korrespondiert, wenn man R in gehöriger Weise normiert. Die 
Fälle r—1,2,3 werden ausführlich diskutiert. J.C.H.Gerretsen. 

Nakai, Vosikazu: Note on the interseetion of an algebraie variety with the 
generie hyperplane. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 185—187 (1951). 

The author proves in this paper the fundamental theorem: Let P be a 
point on a generic hyperplane section W’-! of an algebraie variety V’ (v>]). 
Then if P is simple on V, P is also simple on W. The proof is given independently 
from the characteristic of the ground field of V, and the proof is simple and very 
pretty. Y. Akizuki. 

Berzolari, Luigi: Sulle normali delle varietä algebriche. Rend. Accad. naz. 
XL, Ser. IV 1, 23—29 (1951). 

Verf. betrachtet hier in einem Raume $, mit r Dimensionen eine irreduzible 
algebraische Mannigfaltigkeit Y%. Im 8, wird eine unendlichferne Hyperebene x 
gewählt, und in dieser eine absolute nicht-ausgeartete Quadrik; man kann 
dann von den normalen Räumen der VY; sprechen, und insbesondere von 
ihren Normalgeraden. Es handelt sich darum, die Anzahl solcher Normalgeraden 
zu bestimmen, die durch einen Punkt allgemeiner Lage O hindurchgehen. Der 
Beweis des Verf. ist für alle Y, gültig, die keine besondere Beziehung mit der 
unendlichfernen Hyperebene und mit der absoluten Quadrik aufweisen; Vr 
kann aber beliebige Singularitäten besitzen. Die gesuchte Anzahl p(k,n;r) 
wird für eine unendlichferne Lage O* des Punktes O bestimmt; es gibt dann 0% 
eigentliche durch O* hindurchgehende Normalgeraden von V;., wo og; die letzte 
Klasse von V,. (im Sinne von F. Severi) bedeutet; die unendlichfernen und durch 
O* hindurchgehenden Normalgeraden von V, sind o(k — 1, n; r— 1). Man 
findet so folgende Formel: o(n, k;r) = 0, +g9(k -—1l,n;r — 1); daraus schließt 
man leicht und ganz allgemein: po(k,n;r)=n+9%, +0%&+----+- 0%. Es 
folgen verschiedene Beispiele und besondere Fälle: z.B. die Fälle k=1 und 
k = 2; der Fall einer allgemeinen Hyperfläche der Ordnung n; der Fall, wo V; 
der Schnitt von zwei anderen Mannigfaltigkeiten bekannter Ordnungen und 
Klassen ist; der Fall.des Schnittes von zwei allgemeinen Hyperflächen gegebener 
Ordnungen. E. Togliatti. 

[ Doerwidue, L.: Leproblöme de la röduetion des singularites d’une varist6 alg6- 
IzubE Math. Ann. 123, 302—330 (1951). 

Derwidue, L.: Reectifieation. Math. Ann. 124, 316 (1952). 

Es handelt sich um das alte und von vielen Mathematikern aufgegriffene 
Problem, zu einer algebraischen Mannigfaltigkeit ein birational äquivalentes sin- 
gularitätenfreies Modell zu konstruieren. In der ersten Arbeit gab Verf. einen 
Beweis der Möglichkeit mit Hilfe eines Satzes über die erste Polare, der aber, 
wie er in der zweiten Arbeit mitteilt, nicht richtig ist. O.-H. Keller. 


Derwidue, L.: Sur les variöt6s exeeptionnelles. Acad. Roy. Belgique, Cl. Sci. 
M&m., Coll. 8° 26, Nr. 5, 40 8. (1951). 

L’A. etend aux varietes algebriques privees de singularit6s les notions de 
courbes exceptionnelles de premiere espece (varietes exceptionnelles propres) 
et de seconde espece (varietes exceptionnelles impropres). Il montre ensuite 
qu’il est toujours possible de transformer une vari6t& privee de singularitss en 
une variete privee de varietes exceptionnelles propres, mais sur laquelle il peut 
exister des varietes exceptionnelles impropres, au moyen d’un nombre fini de 
transformations &l&mentaires. L’A. donne ce nom & des transformations bira- 
tionnelles obtenues de la maniere suivante: Sur une varisete algebrique V„, on 
considere les varietes W„-, passant par une sous-variete et formant un aystand 
simple. En rapportant projectivement les variet6s W„-, aux hyperplans d’un 
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| espace de dimension convenable, V„ se transforme birationnellement en une 
_ variete V, par une transformation @l&mentaire. L. Godeauz. 


Matsusaka, Teruhisa: The theorem of Bertini on linear systems in modular 
fields. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 51—62 (1950). 

The author studies in this paper the Zariski’s theory on the theorem of 
Bertini concerning the reducible linear systems (Zariski, this Zbl.25, 215) 
in the case the characteristie of the ground field is > 0. The main part is the 
proof of theor. 2, 4 (p. 55), namely: Let k(M) be a regular extension of dimension 
>2 ofa infinite field k. Let x and y be two algebraically independent elements 
over k.1f zor yis not in k(M), then but for a finite number of constants cink, 
k(M) is regular over k(x-+cy). Y. Akizuki. 

Matsusaka, Teruhisa: On the algebraie eonstruetion of the Picard variety. Japa- 


nese J. Math. 21, 217—235 (1951). 

Ausführliche Darstellung von bereits früher angekündigten Resultaten (dies. Zbl. 46, 
391). Verf. konstruiert im Rahmen des Weilschen Systems der algebraischen Geometrie die 
sogenannten Picardschen Mannigfaltigkeiten P(V) als gewisse Abelsche Mannigfaltigkeiten, 
die den normalen (projektiven) Mannigfaltigkeiten V zugeordnet sind. Er verallgemeinert so 
die Konstruktion von A. Weil der den Kurven zugeordneten Jacobischen Mannigfaltigkeiten 
(dies. Zbl. 37, 162). Die Weilschen Resultate werden an entscheidenden Stellen bei den Beweisen 
des Verf. benutzt (z. B. in Theorem 1, S. 225). — Die Konstruktion von P(V) wird schritt- 
weise folgendermaßen durchgeführt: 1. Darstellung der ganzen Divisoren vorgegebenen Grades 
von V gemäß Chow und v. d. Waerden (dies. Zbl. 16, 40) durch Koordinaten. Diese Divisoren 
bilden dann ein algebraisches System (bunch of varieties). Aus diesem werden die maximalen 
irreduziblen algebraischen Teilsysteme (maximal algebraic families; m.a.f.) ausgesondert. — 
2. Konstruktion der Gruppe ©, (V) der algebraisch zu 0 äquivalenten Divisoren: Sie wird er- 
zeugt durch alle Differenzen X — X’, wo X, X’ ganze Divisoren aus derselben m.a.f. sind 
(vgl. A. Weil, dies. Zbl. 46, 263). Sie enthält die Gruppe ©(V) der Hauptdivisoren (linearly 
equivalent to 0). Die Divisorenklassengruppe ©./&; besitzt die algebraische Struktur der 
Punktgruppe der zu konstruierenden Picardschen Mannigfaltigkeit P. — 3. Konstruktion einer 
„nichtspeziellen‘‘ m.a.f. W mit folgender Eigenschaft: Jeder Divisor Y aus ©, gestattet eine 
Darstellung Y » X — X’, wo X, X’ allgemeine ganze Divisoren aus W sind, und = die Aqui- 
valenz mod G; bedeutet (Theorem 1, S. 225). — 4. Nochmalige Anwendung des Prozesses von 
Chow und v.d. Waerden: Darstellung der Klassen |X| linear äquivalenter ganzer Divisoren X 
aus W durch Koordinaten. Diese Klassen bilden dann eine algebraische Mannigfaltigkeit U. — 
5. Definition einer Addition (composition law) der Divisorenklassen |X | aus U vermöge (X — X,) 
+(Y — X,) = (Z — X,), wo X, ein festgewählter Bezugsdivisor aus W ist, und X, Y unab- 
hängige allgemeine Divisoren aus W sind; |Z| ist dann durch |X | und | Y| eindeutig bestimmt. 
Diese Addition in U erfüllt die von A. Weil angegebenen notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß U birational äquivalent zu einer Abelschen Manmnigfaltigkeit ist 
(Prop. 8,9; S. 227, 228): Dies ist die Picardsche Mannigfaltigkeit P(V). Ihre Punktgruppe ist 
vermöge der birationalen Äquivalenz mit U und vermöge X+> X — X, (X aus W) isomorph 
auf die Divisorenklassengruppe © (V)/&:(V) bezogen. — Nach Konstruktion gelten für P(V) 
folgende Sätze: 6. P(V) ist bis auf Isomorphien invariant bei birationalen Transformationen 
von V. — 7.Es gibt einen gemeinsamen Definitionskörper K (field of definition) für Y und 
P(V) mit der Eigenschaft, daß der Bildpunkt in P(V) eines in K rationalen Divisors D aus 
©.(V) ebenfalls rational in K ist. Eine genauere Diskussion der Definitionskörper für P(P) 
findet sich in einer weiteren Arbeit des Verf. [Japanese J. Math. 22, 51—62 (1952)]. 

P. Roquette. 

Cherubino, Salvatore: Sui periodi degli integrali multipli delle varietä alge- 
briehe. Rivista Mat. Univ. Parma 2, 175—194 (1951). 

Sei V, eine r-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit (r 21), "= (T,,T;,...,/r,) 
ein System von primitiven Zyklen der Dimension k (1 <k<r), U= (u,,Us,...,4U,,) ein 
System von unabhängigen Integralen erster Gattung der Dimension k, von denen jedes 
Integral erster Gattung linear abhängig ist. Es ist bekannt (Severi, Albanese), daß die 
Perioden &,; i =1,2,...,m;j =1,2,..., R«) der Integrale w, über die Zyklen J'; gewissen 
Gleichungen und Ungleichungen genügen, die für r = k= 1 die gewöhnlichen Riemannschen 
Gleichungen und Ungleichungen sind ; und zwar existiertsolch eine ganzzahlige Matrix Ar? — 
(—1)* A-ı, daß (I) A w_ı = 0 ist und (II) i*» Aw_ı die Determinante einer Hermiteschen 
definiten Form ist. Auf Grund der Relationen (I) und (II) beweist der Verf. in dieser Arbeit 
interessante arithmetische Eigenschaften der Matrizen » =||w:;||, welche in einigen Fällen 
(r=1 oder k = 1) wichtige geometrische Anwendungen schon gefunden haben (Cherubino, 
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Albanese). Es ist zu bemerken, daß die genannten arithmetischen Eigenschaften es angebracht 
erscheinen lassen, Produkte von Zyklen auch durch reelle Zahlen zu betrachten. Gleichzeitig 
gewinnt Verf. aufarithmetischem Wege einige Eigenschaften, die früher nur durch Anwendungen 
von transzendenten oder topologischen Methoden bekannt waren. Die Arbeit besteht aus 
drei Teilen: 1) Die Matrix der Perioden der mehrdimensionalen Integrale, 2) Die Relationen 
von Hurwitz, 3) Die Invarianten von Comessatti-Castelnuovo. Die wichtigsten Resultate 
sind: Bekanntlich gibt es auf V, Rz — 0x (0 2 2pı) unabhängige Zyklen, über welche sämt- 
liche Perioden der Integrale U verschwinden; daraus folgt es, daß eine rationalzahlige Matrix 
04,0% 
Eu we ee) | existiert, für de Hi = ||" 0|| ist 
Rn E k KR k | 
(E = Einheitsmatrix). Wenn 0: = 2px ist,. so ist eine Riemannmatrix; wenn 0: > 2x 
ist, wird 7 eine „‚verlängerte Riemannmatrix‘‘ genannt. Bekanntlich gibt es auch Rx — 2p« 
Perioden der Integrale U, welche lineare Kombinationen mit reellen Koeffizienten der übrigen 
> ) 


(Rk— 27%, R,—2P7) 
E 


gen _ 


2»: Perioden sind; daraus folgt, daß eine reelle Matrix X = 


ET 
existiert, für die  K_ı = ||o'*”"® OQ|| ist; jedenfalls ist « eine echte Riemannmatrix. Dann 
sind oH_ı bzw. K_ı die Matrizen der Perioden der Integrale U über die „Zyklen“ 7 H_ı 
und 7’K_ı. Jeder Riemannschen Form von w entsprechen Riemannsche Formen für 7, o, 
und umgekehrt; Verf. studiert diese Korrespondenz. Seien V,, V; zwei algebraische Mannig- 
faltigkeiten, und seien A, A* prinzipale Riemannsche Formen für die Matrizen & bzw. w*; 
es gelten die Relationen (III) zo = w* T_ı, n*o*= © 7m (r; zu= komplexe Matrizen 
des Typus (px, %); T, ae ganze Matrizen des Typus (Ar, Rx)); aus diesen Relationen 
folge dieselbe bilineare Relation » M w_ı = 0 zwischen und &*. Wenn man die Matrizen o, 
&* mittels der Matrizen H, oder K, bzw. H* oder K* transformiert, so sind (III) den Rela- 
: s F ’ > 

WON rel), rue = AR oderss or 02 41H) 17.0020 — (Ti )—ı wesentlich 
äquivalent, wo T,, 71; Ti, T\ rationale bzw. reelle Matrizen sind, die von T, T*, H,K 
eindeutig bestimmt werden. Verf. beweist wichtige Eigenschaften der Matrizen x, n*, T, 
T*, x n*, usw. Durch die charakteristische Gleichung von n* x findet er im allgemeinen Falle 
die Analoga der Invariante, welche Comessatti und Castelnuovo für die algebraischen 
Kurven gefunden hatten. Die Verallgemeinerung hat hier, wie Verf. selbst bemerkt, nur 
arithmetische Bedeutung; man kann noch nicht sagen, ob diese Invariante mit Eigenschaften 
von algebraischen Punktscharen auf der Mannigfaltigkeit zusammenhängt oder nicht. Der 
Verf. selbst bittet folgende Druckfehler zu bemerken: 8.178, Zeile 16 und —4 lies ‚‚(I)“ 
statt; „(Il)“; S.179, Z.1 ‚„emisimmetrica‘ statt ‚„antisimmetrica“; 8.183, Z.—1 „n*o* = 
OA ET re N M. Benedicty. 


Vektor- und Tensorrechnung. Kinematik: 


Grammel, R.: A simple representation of tensors and affinors (dyadies). 
Reissner Annivers. Vol., Contr. appl. Mech., Ann Arbor, Mich., 394—-403 (1949). 

Von der Bemerkung ausgehend, daß die üblichen geometrischen Darstel- 
Jungen zwei- oder dreidim. quadratischer Tensoren nicht in jeder Hinsicht be- 
friedigen, gibt der Verf. an Hand des Spannungstensors graphische Polardar- 
stellungen des Normal- u. Schubspannungsverlaufes in Abhängigkeit vom äußeren 
Normalenwinkel @, wobei eine auch für negative Hauptwerte geeignete Nor- 
mierung eingeführt wird. Es ergeben sich Kurven bzw. Flächen 6. Grades, die 
graphisch konstruiert werden können. In ähnlicher Weise wird der ebene all- 
gemeine Affinor 3 a;; €; e; behandelt. Seine Komponenten af; in bezug auf ein 
um den Winkel » gedrehtes Einheitsbasisvektorsystem hängen quadratisch 
von smgp, cospab.Z.B. gilt für afı unter Benutzung eines Normierungsfaktors [LP 
mit 1 + aisfa, > O0 


1 + all. = (l + a,,/@) co®p +(l+ %y 2/40) sin?p + [a2 + Qz1)/2a,] sin2 
und die ‚graphische Polardarstellung dieses Ausdruckes läßt sich leicht aus den 
früber für den Tensor gewonnenen additiv zusammensetzen. K.H. Weise. 


Vujaklija, @0jko: Une demonstration des deux thöor&mes eonnus de V’algebre 


veetoriel. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 47—49 und französ. Zu- 
sammenfassg. 49 (1950) [Serbisch]. 
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| Hochrainer, A.: Ebene Tensoren und komplexe Zahlen. Österreich. Ingenieur- 

' Arch. 4, 222—235 (1950). 

= Die geometrische Darstellung komplexer Zahlen durch orientierte Strecken erweckt den 
Eindruck, daß diese mit ebenen Vektoren identisch seien. Dem steht aber u. a. der Unterschied 
bei der Produktbildung entgegen und der Verf. zeigt, daß spezielle zweidimensionale Tensoren 
2. Stufe das geeignete Äquivalent komplexer Zahlen sind. Der Zahl a + bi wird der Koordi- 
natentensor Xag= Öaß@+ &£agßd, a, ß=1,2, zugeordnet mit den Eigenschaften X), = X3>; 
X]s=—X,,. Das Produkt zweierKoordinatentensoren mitnachfolgender ÜberschiebungX«8Y g, 
ist wieder ein Koordinatentensor und entspricht der komplexen Multiplikation. Durch Über- 
schieben mit einem festen Einheitsvektor lassen sich aus diesen Tensoren Vektoren gewinnen, 
die, als gerichtete Strecken vom Anfangspunkt des Einheitsvektors aufgetragen, komplexe 
Zahlen repräsentieren, wenn dieser mit der Einheitsstrecke der reellen Achse zusammen- 
fällt. Die Ausdehnung dieser Betrachtung auf ebene Felder ergibt einen entsprechenden 
Zusammenhang zwischen einem komplexen Potential und der Zusammenfassung des skalaren 
und vektoriellen Potentials eines wirbel- und quellenfreien Feldes. K.H. Weise. 


Morinaga, Kakutaro and Takayuki Nöno: On the automorphisms of the set 
of simple veetors. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 15, 11—24 (1951). 


Verf. betrachtet lineare Transformationen Wi... — DR w;, ...i,, welche ein- 
r 1°), r 
fache r-Vektoren in einfache r-Vektoren überführen. Es zeigt sich, daß für n+2r 


p die Gestalt 2 N or, hat, während für n = 2r p entweder diese Gestalt hat 
® 1 r 
oder gleich n;,...;,....x, rl, ner ist, J. Haantjes. 


Roussopoulos, A.: Note sur le ealeul tensoriel. Bull. Soe. math. Grece 25, 
65—81 (1951). 

Der Verf. führt eine neue Art, Tensorindizes zu kennzeichnen, in folgender Weise ein. 
Die verschiedenen durch Transformation auseinander hervorgehenden Bezugssysteme mit 
den unabhängigen Variablen «', x’, x usw. werden durch einen zweiten Index unterschieden 
2a, &8, &, usw. (i = Dimensionsindex, « = Bezugssystemindex). Die partiellen Ableitungen 


dieser Koordinaten lassen sich dann durch Indexgruppen charakterisieren, z. B. 92,08% =iß, 


0x, /02% 9x, — ‘ßY7, usw., für die aus der Kettenregel gewisse Zusammensetzungsregeln 
folgen. Die Transformationsgleichungen für einen kovarianten Tensor 2. Grades lauten somit 
Dir - re = TBP, wobei nur über die Dimensionsindizes zu summieren ist. Man kann nun 
jeden Index auf ein anderes System beziehen, z.B. Te — TI: un und unter einem ‚‚verall- 
gemeinerten tensoriellen System‘ versteht der Verf. die Gesamtheit der Tensorkomponenten 
in allen möglichen Bezugssystemen einschließlich des Herauf- und Herunterziehens der Indizes 
mit Hilfe eines metrischen Fundamentaltensors. In diesem Sinne wird dieser als ‚‚Teil‘“ eines 
allgemeineren ‚„‚Raumtensors‘‘ angesehen, der in seinen gemischten Komponenten verschie- 
dener Indexart unmittelbar die obengenannten partiellen Ableitungen liefert: A=iß. 
Die Verwendung zweier Arten von Indizes bei geometrischen Objekten wird in wesentlich 
eleganterer Weise durch die bekannte Kern-Index-Methode überflüssig gemacht, die für 
Indizes in verschiedenen Bezugssystemen verschiedene Bezeichnungen wählt, z.B. Tır 


me 1,.....,.n; kE=l1',...,n. statt TtP. Es liegt auch keine Verallgemeinerung des 
Tensorbegriffes vor, da nur Komponenten gleichzeitig bezüglich mehrerer Koordinatensysteme 
betrachtet werden. K.H. Weise. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Viguier, Gabriel: Canonisation geometrique spatiale de P’equation de Riceati. 
Ann. Face. Sci. Univ. Toulouse, IV. Ser. 12, 77—82 (1950). 
Zwei auf gemeinsamen Parameter bezogene Kurven (M) und (ZL) seien 
gegeben. Eine Kurve (N) wird ‚„developpante gauche generalisee‘“ genannt, 
— 
wenn MN Tangente an (M) im Punkte M ist und die Tangente in N den Punkt Z 


trifft. Das ist nur möglich, falls die Verbindung ML sowie die Tangente und 
Normale an (M) komplanar sind. Alsdann führt die Bestimmung von (N) auf 
eine Riccatische Gleichung fürr = MN. Vier verschiedene Kurven (N) schneiden 
also auf den Tangenten von (M) Punkte konstanten Doppelverhältnisses aus. 


424 


In die Riccatische Gleichung geht die Windung von (M) nicht ein. 3 Für eine 
spezielle Wahl von (M) und (Z) wird das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung angegeben. Jon 

Kasner, Edward and John de Cieco: Geometrical properties of physical curves 
in space of n dimensions. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 8, 127—137 | 
1951). 
= sei F ein Kraftfeld im n-dimensionalen Euklidischen Raum. Unter physi- 
kalischen Kurven bezüglich F verstehen Verff. die (2n — 1)-parametrige Kurven- | 
schar mit folgenden Eigenschaften: Die Schmiegungsebene jedes Punktes enthält 
den Kraftvektor F. Bei der Bewegung eines Massenpunktes längs der Kurve 
unter Einfluß von F ist die Druckkraft P gleich einem konstanten Viel- 
fachen der Normalkomponente von F. — Verf. stellen die natürlichen Glei- | 
chungen dieser Kurven auf und untersuchen die Krümmungsinvarianten in 
Abhängigkeit von der Anfangsgeschwindigkeit v des Massenpunktes. 

W. Haack. 

Alt, Wilhelm: Über die topologische Struktur der Liouvilleschen Netze im 
Kleinen. Math. Nachr. 5, 161—172 (1951). 

Liouvillesche Netze sind bisher nur an ihren regulären Stellen untersucht 
worden. Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit den singulären Stellen der Liou- 
villeschen Netze auf regulären analytischen Flächen. Es wird gezeigt, daß nur 
isolierte singuläre Stellen auftreten können. Hinsichtlich der topologischen Struk- 
tur der Liouvilleschen Netze in der Umgebung der singulären Stellen treten die 
folgenden beiden Typen und nur diese auf: Die Netzkurven sind topologisch 
äquivalent dem System konfokal-koaxialer Parabeln (Typ A) oder dem Polar- 
koordinatennetz (Typ B) in der euklidischen Ebene. Der Beweis wird erbracht 
durch Untersuchung der analytischen Lösungen der Darbouxschen Funktional- 
gleichung. W. Rinow. 

Storehi, Edoardo: Integrazione delle equazioni di Codazzi in forma geo- 
detica. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 181—184 
(1951). 

Verf. zeigt, daß die aus der Differentialgeometrie bekannten Gleichungen 
von Codazzi eng zusammenhängen mit den Gleichgewichtsbedingungen für den 
Membranspannungszustand der betr. Fläche, und gewinnt unter Benutzung 
geodätischer Koordinaten aus dieser Analogie ein Integral für die differential- 
geometrischen Gln. [s. dies. Zbl.39, 205 und Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 9, 116 (1950)]. K. Marguerre. 


Löbell, Frank: Bemerkungen zum Beweise des Gauß-Bonnetschen Satzes. 
S.-B. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1949, 21—35 (1950). 
i Die vorliegenden Bemerkungen schließen sich unmittelbar an eine frühere Arbeit des 

V erf. (dies. Zbl. 33, 18) an mit dem Ziel, die wichtigsten Beweisgedanken weiter auszuführen. 
@ sei ein auf einem überall regulären Flächenstück von einem beschränkten Gebiet und seiner 
Randkurve y gebildeter Bereich, der so in endlich viele „Areieckige‘ Teilgebiete zerlegt sei, 
daß deren sphärische Bilder von jeweils mindestens zwei Großkreisbögen begrenzt sind und 
die Fläche in allen inneren Punkten eines Dreiecks ein Krümmungsmaß von X einerlei Vor- 
zeichen hat, das höchstens in Randpunkten des Dreiecks verschwinden darf. Ferner soll auf 
der Kugel die nichtgeodätische Dreiecksseite in all ihren inneren Punkten und in mindestens 
einem Endpunkt nichtverschwindende geodätische Krümmung gleichen Vorzeichens haben. 
Unter der Voraussetzung hinreichend kleinen Flächeninhalts lassen sich diese Dreiecke noch 
weiter in jeweils ein Zweieck mit spitzen Innenwinkeln, deren eine Bildseite ein Großkreis- 
bogen <x/2 ist, und ein Dreieck zerlegen, für die der Integralsatz unmittelbar bewiesen 
werden kann. Kann man @ in dieser speziellen Art triangulieren, wobei z.B. Kurven, 
längs denen K = 0 ist, als Trennungslinien gewählt werden müssen, so folgt der Satz durch 
Summation. Die Fälle, in denen in allen Punkten eines Teilbereiches von @ das Krümmungs- 
maß verschwindet oder in denen Häufungsstellen isolierter Punkte mit X = 0 auftreten, 
bedürfen einer besonderen Überlegung. Betrachtungen über die Gültigkeit des Satzes bei 
nichtorientierbaren Flächenstücken schließen die Untersuchung ab. K. H. Weise. 
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Bers, Lipman: Abelian minimal surfaces. J. Analyse math. 1, 43—58 (1951). 
Eine Abelsche Minimalfläche $ ist gegeben durch eine Funktion (x, y), 
_ die den Bedingungen genügt: (1) (1+ 95) 9x2 — 2%: Pu Yayt (l+ 0). Guy; 
(2) kann längs jedem Weg in der endlichen (2= % + y)-Ebene, der durch keinen 
der Punkte Z,= X, +iY, (=1, ‚k) geht, analytisch fortgesetzt werden, 
und (3) diese zung führt zu einen nur endlich vieldeutigen Gradienten 
= 9% —i@y. Es wird eine eineindeutige Beziehung zwischen allen Abelschen 
Minimalflächen und einer Klasse von reellen, ebenen algebraischen Kurven 
hergestellt, deren Geschlecht durch die Sm kularitäten von .S eindeutig be- 
stimmt ist. A. Kriszten. 


Matsumura, Soji: Über Eilinien und Eiflächen. J. Osaka Inst. Sci. Technol., 
Part I 3, 35—38 (1951). 

Verschiedene Bemerkungen über Eilinien und Eiflächen, z.B.: 9 sei der 
Winkel zwischen affiner und gewöhnlicher Normalen einer Eilinie EP. Hat 
den halben Umfang von E als Periode, so gilt das gleiche für die Krümmung 
von E. Beweis folgt aus do/ds = 3tgo, dgl. Kreiseigenschaften. (Die Behauptung 6 
ist Ref. nicht verständlich.) Zwei durch parallele Normalen aufeinander be- 
zogene Flächen im E, oder Hyperflächen im E„, deren erste und zweite Fun- 
daanentalformen jeweils in einem konstanten Verhältnis stehen, sind homo- 
thetisch. W.Süss. 


@ Pogorelov, A.V.: Verbiegung Konvexer Flächen. Moskau-Leningrad: Staats- 
verlag für techn.-theoret. Literatur 1951. 182 S., R. 6,25 [Russisch]. 

In dem vorliegenden Büchlein wird eine willkommene Darstellung aller in der Schule 
von A.D. Alexandrov und insbesondere auch vom Verf. erhaltenen Ergebnisse über die 
Isometrie konvexer Flächen gegeben. Vorausgesetzt ist dabei die Kenntnis der elementaren 
Differentialgeometrie und des Buches von A. D. Alexandrov, dies. Zbl. 38, 352. Ein wesent- 
liches Ergebnis des vorliegenden Werks sind die entscheidenden Regularitätssätze des Kap. 5, 
wovon der eine besagt: Wenn eine konv. Fläche eine k-mal (k >5) differenzierbare Metrik 
besitzt (dies bezieht sich auf die Z, F,@ der Metrik), so ist die Fläche selber wenigstens (k— 1)- 
mal differenzierbar. Zu diesem Satz und seinen wichtigen Folgerungen führt jedoch ein längerer 
Weg über viele, auch an sich interessante Sätze. Im Kap. 1 über geodät. Linien werden folgende 
dauernd benötigten Sätze bewiesen: Der Satz von Busemann und Feller, daß die Geodä- 
tische zwischen 2 Punkten A und B einer konv. Fläche F nie länger ist als irgendeine Kurve 
zwischen A und B im Außenraum von F, und der Satz von Liberman, daß ein geodätischer 
Bogen y auf fast allen projizierenden Zylindern sich als eine nach der Abwicklung des Zy- 
linders konvexe Kurve erweist. Dies wird zur Herleitung einer Vektordarstellung von Flächen- 
stücken benutzt. Im Kap. 2 wird zuerst gezeigt, daß eine konv. Fläche F in einem Punkt P 
von beschränkter äußerer Relativkrümmung entweder glatt ist oder eine Strecke mit P als 
innerem Punkt enthält. Dabei wird die äußere Relativkrümmung eines meßbaren Bereichs B 
auf F als Quotient des Inhalts des sphärischen Bildes von B zu dem von B definiert, und F 
hat in P beschränkte, äußere Relativkrümmung, wenn dieser Quotient für alle P enthal- 
tenden Bereiche gleichmäßig beschränkt ist. Weiterhin ergibt sich, daß alle geschlossenen, 
konv. Flächen und Mützen mit überall beschränkter äußerer Relativkrümmung glatt sind. 
Dabei sind Mützen konvexe Flächenstücke mit ebener Randkurve, die auf die Fläche dieser 
Randkurve eindeutig senkrecht projiziert werden können. Es folgen in diesem Kap. dann 
die Entwicklungen der bekannten analytischen Ausdrücke für die äußere Relativkrümmung 
von Bereichen, dem Winkel zwischen Geodätischen und die Sätze von Gauß-Bonnet bei 
regulärer Metrik. Es wird aber auch bewiesen, daß man Mützen konstruieren kann, die eine 
beliebige Borelsche Nullmenge von Punkten unendlicher ee deren besitzen. Im 
glatten Punkt X, auf F wird dann die obere Krümmung als Im ee )/d?(X) eingeführt, 


wobei A(X) die Entfernung des Punktes X von der eruethalebene T, des Punktes X, und 
d(X) die Entfernung des Projektionspunktes von X auf 7, von X, sind. Der entsprechende 
lim inf ist die untere Krümmung in X,. Die Beschränktheit der unteren Krümmung und der 
äußeren Relativkrümmung in X, hat denn die der oberen Krümmung zur Folge, bei unend- 
licher äußerer Belativkrümmung ist auch die obere Krümmung unendlich, und schließlich 
lassen sich Mützen konstruieren mit unendlicher oberer Krümmung in einer vorgegebenen 
Menge vom Maß 0. Das gesamte Kap. 3 ist dem Beweis des folgenden wichtigen Satzes ge- 
widmet: 2 isometrische Mützen mit regulärer Metrik und positiver Gaußscher Krümmung 
sind gleich, d.h. eine Mütze kann nicht so verbogen werden, daß sie dabei ihren Mützen- 
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charakter beibehält. Der Beweis dieses Satzes ist nicht ganz einfach und erfordert eine Reihe 
von Hilfssätzen. Das darauf folgende Kap. ist der Herleitung von Sätzen gewidmet, die Ab- 


schätzungen für die äußeren Größen einer Mütze in Abhängigkeit von ihrer inneren Geometrie 
bringen. Einer dieser mit großer Sorgfalt formulierten und bewiesenen Sätze sei hier genannt: 
Bei einer auch am Rande y regulären Mütze F mit Gaußscher Krümmung, die nirgends kleiner 
als X,> 0 ist, und deren Randkurve eine geodätische Krümmung hat, die nirgends kleiner 


als k,>0 ist, läßt sich die äußere Krümmung am Rande von oben begrenzen durch eine | 
Konstante, die nur von folgendem abhängt: 1) Ky,, ko, 2) der oberen Grenze der Absolut- | 
beträge von E, F, @ und ihrer Ableitungen bis zur 3. Ordnung, 3) der unteren Grenze von 
EG — F?, 4) der oberen Grenze der Ableitungen von u, v nach s auf der Randkurve bis zur 


4. Ordnung. Eine analoge Abschätzung gilt für die Winkel der Tangentialebenen von F gegen 
die Basisebene und dieobere Krümmung von F. Ist F nicht notwendig auch am Rande regulär, 
so wird vorausgesetzt, daß die Winkel der Tangentialebenen von F mit der Basisebene eine 
Größe a,<r/2 nicht überschreiten, und man kann dann eine entsprechende Abschätzung 


wenigstens für alle Punkte von F formulieren, deren Abstand von der Basisebene eine vor- | 
gegebene Konstante nicht unterschreitet. Vor dem Beweis des zu Beginn dieses Referats 


genannten Hauptsatzes im Kap. 5 wird gezeigt, daß eine in einer e-Umgebung des Einheits- 
kreises durch H, F, @ definierte Metrik positiver Gaußkrümmung durch eine Mütze über ® 
realisiert werden kann. Dabei war vorauszusetzen, daß das Maximum des geodätischen Ab- 


standes eines Punktes auf & vom Zentrum nicht größer ist als 1//K, wobei K das Maximum 
der Gaußkrümmung im ganzen Kreise ist. Im Kap. 6 wird dann zunächst der Weylsche 
Satz bewiesen über die Existenz einer geschlossenen, konvexen Fläche zu einer auf der Kugel 
vorgegebenen analytischen Metrik mit positivem Krümmungsmaß. Der Beweis erfolgt im 
Anschluß an A. D. Alexandrov, der diesen Satz 1941 dadurch gezeigt hat, daß er die gegebene 
Metrik durch polyedrale approximierte. Es folgen entsprechende Sätze über die Existenz 
von Mützen zu vorgegebener Metrik im Innern einer konvexen Kurve sowie auch der Existenz 
einer unendlichen konv. Fläche, wenn die Metrik im Innern eines Kreises gegeben ist, jedoch 
die Entfernungen bei Annäherung an den Rand im Sinne der Metrik über alle Grenzen wachsen. 
Schließlich wird der wichtige und viel benutzte Alexandrovsche ‚‚Klebesatz‘‘ bewiesen: 


Gegeben seien eine endliche Teilung der Kugelfläche und in jedem Teile eine Metrik positiven | 


Krümmungsmaßes, derart, daß die verschiedenen, auf der Kugel aneinander liegenden Ränder 
der Metriken isometrisch aufeinander bezogen sind mit nicht-negativer Summe der geodäti- 
schen Krümmungen in entsprechenden Punkten und Winkelsummen <rx um die Eckpunkte 
der Teilung. Dann lassen sich diese endlich vielen Metriken zu der einer geschlossenen, konvexen 
Fläche „zusammenkleben‘“. Im Kap. 7 werden endlich die wichtigen Biegungssätze gezeigt, 
und zwar zunächst für nicht geschlossene Flächen. Diese sind durchweg verbiegbar, wie man 


schon lange weiß; sie bleiben jedoch auch nach der Verbiegung analytisch, wenn sie es vorher 
waren, wie Verf. zuerst bewiesen hat. Es folgen die Sätze über die Unverbiegbarkeit ge- | 


schlossener konv. Flächen. Aber auch unendliche Flächen mit der Totalkrümmung 2x sind 
im allgemeinen unverbiegbar. Es gilt genauer folgender Satz: Eine unendliche konv. Fläche ist 


unverbiegbar, wenn lim (27 — y(R)) L(R) =0 ist, wobei L(R) die Länge des geodätischen 
RX 


Kreises vom Radius R um einen festen Punkt P und y(R) die Totalkrimmung des von ihm 
umschlossenen Gebiets ist. Bei Flächen mit einer Totalkrimmung < 2x besteht nach Olov- 
jannisnikov stets Verbiegbarkeit, und man übersieht auch alle Verbiegungsmöglichkeiten. 


Der entsprechende, hier auch bewiesene Satz findet sich bereits an anderer Stelle referiert 


(s. Pogorelov, dies. Zbl. 41, 508). In 2 Anhängen finden sich noch einige Regularitätssätze 
und Abschätzungen über elliptische Differentialgleichungen zusammengestellt, wie sie im 
Laufe der Untersuchungen benötigt werden. W. Burau. 


Rozet, 0.: Sur les suites de Laplace de p£eriode six. Bull. Soc.Roy. Sci. Liege 20, 
471—477 (1951). 

Die Brennflächen %, z eines Strahlensystems sind zwei konsekutive Flächen 
einer Laplaceschen Folge. Unter der Voraussetzung, daß die Folge nach beiden 
Seiten unendlich ist, berechnet Verf. die Flächen der Folge: Yss Vor DE 
2%], 22, 2%. Die Folge hat die Periode 6, wenn Y, = 2, und 2; = Y, ist. Das führt 
auf 6 Bedingungsgleichungen, von denen nur 3 unabhängig sind. Verf. schließt 
mit einem speziellen Normalensystem als Beispiel (Rozet, dies. Zbl. 41, 487) 

W. Haack. 

Bhattacharya, P. B.: Curves on the surface ofreference whose normal plane atany 
point contains the ray of the congruence through that point. Ganita 1, 75—81 (1951). 

Auf einer Fläche des dreidimensionalen euklidischen Raumes definiert eine 
Geradenkongruenz, die nicht Normale nkongruenz ist, eine eindeutig bestimmte Kur- 


3 | er 
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' venschar: eine Scharkurve durchsetzt die Kongruenzgerade im Flächenpunkt 


_ senkrecht. — Krümmung und Windung der Scharkurven werden berechnet, des- 

iq gleichen die ‚union curvature‘ und die „union torsion‘ [man könnte ‚relativ- 

 geodätische Krümmung bzw. Windung‘ sagen; vgl. C. E. Springer, Bull. Amer. 
math. Soc. 5l, 686—691 (1945) und dies. Zbl. 29, 229]. M. Barner. 


Mishra, R. S.: On the congruences of lines. Ganita 2, 83—88 (1951). 

Durch die Punkte einer Fläche 4° mit der Flächennormalen N“ gehen die Strahlen einer 
Kongruenz, deren Richtung durch den Einheitsvektor A@ gegeben ist. Beim Aufbau der Diffe- 
rentialgeometrie des Gebildes kann man entweder das Dreibein der Fläche (y“;; N“) oder 
des sphärischen Bildes (N“,;; N@) oder (A%;; A“) heranziehen. Dabei gelangt man zu den Ten- 
soren Di = A@- y%,,vi—= N@-7%; und vr; = A@- N%,. Es handelt sich darum, diese Tensoren 
durch die Gaußschen Grundtensoren der Fläche und den Kummerschen Tensor der Kongruenz 
auszudrücken. Für »:,v; wurde in früheren Mitteilungen der Ausdruck angegeben [Proc. 
nat. Inst. Sci. India 15, 85—92 (1949)], für r; leitet Verf. ein Gleichungssystem ab. Zwischen p; 
und dem zweiten Gaußschen Tensor besteht eine einfache Beziehung. Schließlich werden die 
Rechnungen auf den Riemannschen Raum ausgedehnt. W. Haack. 


Mishra, R. $.: On isotropie congruences. Ganita 2, 45—49 (1951). 

Indem er tensorielle Methoden benutzt, beschreibt Verf. zuerst einige 
bekannte Grundlagen der Theorie der isotropen Kongruenzen. Mit ihrer Hilfe ge- 
langt er zu einer einfachen Deutung der Bianchischen charakteristischen Funktion 
und zu einfachen Beziehungen zwischen dem sphärischen Bild der Kongruenz, ihrer 
Mittelfläche und der Einhüllenden der Mittenebenen der isotropen Kongruenz. 

K. Strubecker. 
Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Rozenfeld, B. A.: Die metrische Methode in der projektiven Differential- 
geometrie und ihren Konformen und Kontakt-Analogen. Mat. Sbornik,n. Ser. 22 (66), 
457—492 (1948) [Russisch]. 

Verf. paßt der Kongruenzentheorie die Methode an, welche G. Tzitzeica und E. Bom- 
piani bei der Flächentheorie angewandt haben. Diese Methode führt die Probleme der pro- 
jektiven Ditferentialgeometrie auf Probleme der metrischen Differentialgeometrie zurück. 

- Es ist bekannt, daß jeder Geraden des 3-dimensionalen projektiven Raumes ?, ein Punkt 
des 5-dimensionalen projektiven Raumes P, entspricht. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet 
eine 4-dimensionale Quadrik Q, in P;. Dabei entsprechen die geradlinigen Erzeugenden der 
Quadrik Q, den ebenen Büscheln der Geraden in P,. Die Methode von Tzitzeica und Bompiani 
besteht darin, daß man jedem Punkte der Fläche in P, ein Tangentenbüschel und folglich 
eine geradlinige Erzeugende der Quadrik Q, zuordnet. Auf diese Art führt man die Unter- 
suchung der Fläche in P, auf die Untersuchung der zweiparametrigen Familie der Geraden 
auf Q, zurück. Verf. betrachtet die Familien der Geraden in P,. Diese Geraden liegen aber 
nicht auf der Q,, sondern jede Gerade hat nur ein Paar von Punkten mit Q, gemeinsam. 
‚Jedes solche Paar von Punkten entspricht einem Paar von Geraden in P,, und daher stellt 
eine k-parametrige Geradenfamilie in P, zwei k-parametrige Geradenfamilien mit bestimmter 
Zuordnung in P, dar. Bekanntlich ist die Gruppe der projektiven Transformationen in P, 
der Gruppe der projektiven Transformationen in P,, bei denen Q, invariant bleibt, isomorph. 
Die letzte Gruppe kann man als Gruppe der Bewegungen in einem 5-dimensionalen metrischen 
Raume mit Q, als absolutem Gebilde betrachten. Auf diese Art bestimmt jede metrische 
Invariante der Gruppe der Bewegungen in P, eine projektive Invariante in P,. Diese Tat- 
sache liegt der metrischen Methode zugrunde, welche in Anwendung der Theorie der Geraden- 
und Ebenenfamilien in metrischen Räumen zur projektiven Geometrie in P, besteht. Die 
Grundresultate der genannten Theorie wurden früher durch Verf. [Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 5, 353—366 (1941) und dies. Zbl. 29, 167] und V. Vagner [Mat. Sbornik, n. Ser. 10, 
165—212 (1942)] erhalten. W. Wrona. 

Rozenfeld, B. A.: Konforme Differentialgeometrie der Familien C„ in C,. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 23 (67), 297—313 (1948) [Russisch]. 

In der 3-dimensionalen konformen Differentialgeometrie ist die Methode der Abbildung 
der Kugeln auf Punkte und der Kreise auf Geraden eines 4-dimensionalen Raumes bekannt. 
Dabei entsprechen den konformen Invarianten im 3-dimensionalen Raume die metrischen 
Invarianten im 4-dimensionalen Raume. Verf. nennt diese Methode die metrische Methode 
in der konformen Differentialgeometrie. Verf. verallgemeinert diese Methode auf die Familien 
der m-dimensionalen Sphären in einem n-dimensionalen Raume. Er verwendet dabei die 
früher von ihm [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 5, 353—366 (1941), 11, 283—305 (1947) 
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ies. Zbl. 29, 167] und V. Vagner [Mat. Shbornik, n. Ser. 10, 165— 212 (1942)] entwickelte 
ee 2 nn Ebenen in einem metrischen n-dimensionalen Raume. 
Als Basis der metrischen Methode dienen folgende zwei Tatsachen: 1. Die Gruppe der hyper- | 
bolischen Bewegungen in S,„-. 1 ist der konformen Gruppe der Transformationen in ©, isomorph. 
3. Die Gesamtheit der Hypersphären in C,, die eine m-dimensionale Sphäre enthalten, ist 
durch eine elliptische (n — m — 1)-dimensionale Ebene (die keine gemeinsamen Punkte mit einem 
absoluten Gebilde hat) dargestellt. Auf diese Art‘ wird die konforme Differentialgeometrie 
der Familien der m-dimensionalen Sphären tatsächlich auf die metrische Differentialgeometrie | 
der Familien der elliptischen (n — m — 1)-dimensionalen Ebenen in einem hyperbolischen Raume, 
Sn+r1, zurückgeführt. AR: Iw. Wrona. 

Gejdel’man, R. M.: Über einige Eigenschaften der Linienbilder von Kreis- 


kongruenzen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.4 (44), 162—169 (1951) [Russisch]. 
Nach einer elementaren Einleitung über die Grundgedanken von F. Kleins Erlanger 
Programm behandelt Verf. die konforme Geometrie in pentasphärischen Koordinaten. In 
der üblichen Weise werden die Kugeln des (konformen) dreidimensionalen Raumes M, den 
Punkten eines projektiven vierdimensionalen Raumes P, zugeordnet. Dabei entsprechen den 
Nullkugeln des M, (= Punkten) die Punkte einer Fläche II. Grades @ in P,. Durch ein 
Kugelbüschel im M, wird ein Kreis festgelegt. Daher kann man eine Gerade des P,als Bild 
des Kreises in M, ansehen. Als Bild einer Kreiskongruenz des M, ergibt sich eine Geraden- 
kongruenz des P,. Läßt sich eine Geradenkongruenz im P, in eine Schar von Torsen zer- 
legen, so spricht man von einer Fokalschar. — In einer Kreiskongruenz gibt es im allgemeinen 
vier Scharen von Abwickelbaren Flächen (= oo! Kreise, die eine Kurve umhüllen) und ent- 
sprechend vier Fokalflächen (= Ort der Hüllkurven). Verf. geht nun aus von drei Klassen 
von Kreiskongruenzen, die durch besondere Eigenschaften der Fokalflächen gekennzeichnet 
sind, und beweist, daß diesen im P, Geradenkongruenzen mit einer bzw. zwei Fokalscharen 
entsprechen, und umgekehrt. Das Bild einer zyklischen Kreiskongruenz von Ribaucour 
ist dadurch gekennzeichnet, daß die Brennpunkte jeder Geraden konjugiert Pa Q us 

W. Haack. 
Backes, F.: La methode du pentasphere oblique mobile et quelques-une de ses 
applications. Acad. Roy. Belgique, Cl. Sci., Mem., Coll. 8° 26, Nr. 2, 87 8. (1951). 
In ihrem ersten Teil behandelt die Arbeit in Verallgemeinerung der Betrachtungen 
von G.Darboux, Prineipes de geometrie analytique, chap. II, S. 379—404, Paris 1917, 
schiefe pentasphärische Koordinaten. Der erhaltene Formelapparat, etwas verwickelter als 
der Darbouxsche, wird im zweiten Teile auf die Kurven- und Flächentheorie des dreidimen- 
sionalen Raumes angewandt, die sich methodisch an Dejmoulin, Mem. Soc. Roy. Sci. 
Liege, III. Ser. Nr. Ii (1921), anschließt, der mit Darboux von orthogonalen pentasphä- 
rischen Koordinaten ausgeht. Es entstehen trotz der Verallgemeinerung auf schiefe Penta- 
zykel gleich einfache Formeln, lediglich die bei Demoulin schiefsymmetrischen Rotations- 
glieder in den Ableitungsformeln verlieren diese Eigenschaft. Die Methode des pentasphere 
mobile wird schließlich im dritten Teile der Arbeit auf verschiedene Einzelfragen angewandt, 
deren Behandlung mit orthogonalen beweglichen Pentasphären unbequem wäre, während 
schiefe zu rechnerischen Vorteilen führen. U. a. wird dabei der Begriff der Demoulinschen 
Kreiskongruenzen verallgemeinert [Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sci 1919, 339—359 (1919)], 
es werden Systeme von Kreisen studiert, deren zehn Kreiskoordinaten einer Laplaceschen 
partiellen Differentialgleichung genügen (wie die pentasphärischen Koordinaten der Punkte 
einer Fläche), es werden Systeme von Kreisen mit zwei nicht notwendig orthogonalen Fokal- 
kugeln studiert. Einige der Ergebnisse der umfangreichen Arbeit sind schon in früheren 

Arbeiten (dies. Zbl. 41, 92) veröffentlicht. K. Strubecker. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


© Vranceanu, Gheorghe: Vorlesungen über Differentialgeometrie. Vol. I. 
Bucuresti: Editura Academiei Republicii Populare Romäne 1951. 398 8. [Rumän.]. 

Der erste Band war in französischer Sprache. Ohne Kenntnis der rumänischen 
Sprache bekommt man aus dem Inhalt ungefähr folgendes Bild: Inhalt: I. die sub- 
projektiven Räume von B. Kagan (merkwürdigerweise zitiert als V. F. Cagan); 
Il. konforme Übertragungen; III. Räume mit einem Affinor der Valenz zweis 
IV. Unterräume und anholonome Räume; V. invariante Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung; VI. Geometrie im Großen. Die Untereinteilung sowie die u 
gedehnte Literaturliste lassen Interessantes vermuten und es sehr bedauern, daß 


dieser zweite Band in einer für fast alle Mathematiker unverständlichen Sprache 
geschrieben wurde. J. A. Schouten 
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Ljuskin, V. 8.: Einbettung einer zweidimensionalen Riemannschen Mannig- 

Taltigkeit in den dreidimensionalen Euklidischen Raum. Izvestija Akad. Nauk 

 SSSR, Ser. mat. 13, 363—384 (1949) [Russisch]. 

| Das vorliegende Einbettungsproblem reduziert sich auf die Ermittlung dreier Funk- 
tionen z*(w', #?), welche die Gleichung 
(1) d:2 da dz* — g,g dux du? (,k=1,2,3; a,ß=1,2) 
identisch befriedigen, wobei die Koeffizienten g,g in einem gewissen Variabilitätsbereich 
als analytische Funktionen von «'!, u? willkürlich vorgegeben sind. Im Gegensatz zu der be- 
kannten Lösung von Darboux u.a., die auf geometr,schen Überlegungen beruht, und zu 
Janet, der die Existenz einer Lösung durch Zurückführen auf ein Cauchysches Normalsystem 
beweist, bedient sich der Verf. der von Thomas entwickelten Reduktionsmethoden bei 
algebraischen Differentialsystemen und erhält damit durch unmittelbare Untersuchung des 
zu (1) äquivalenten Systems partieller Differentialgleichungen einen vollständigen Überblick 
über die Gesamtheit der Hauptlösungen und der singulären Lösungen. Als erster Schritt 
wird das Grundsystem, ein algebraisches System in den ersten Ableitungen, in sogenannte 
einfache Thomassche Systeme zerlegt. Die zugehörigen Different’alsysteme werden fort- 
gesetzt und in Standardsysteme übergeführt. Erneute Erweiterung mit anschließender Reduk- 
tion auf Standardform führt nach endlich vielen Schritten zu einem System, welches sich 
nach dem angegebenen Verfahren nicht mehr erweitern läßt und als passiv bezeichnet wird. 
Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung zu vorgegebenen Anfangsbedingun- 
gen muß ein solches System schließlich auf die definite Form gebracht werden. Die Durch- 
führung ergibt, daß das Hauptdifferentialsystem 3 in fünf einfache Systeme &,, 311: zı2> 
Eh: 2, zerfällt, die untereinander keine gemeinsame Lösung haben. Die Lösung von 3, 
(allgemeine Lösung) hängt von zwei willkürlichen Funktionen je eines Argumentes und dreier 
Konstanten ab, wobei die g,3 keinerlei Einschränkungen unterliegen. Eine seiner Gleichungen 
ist übrigens die Darbouxsche Gleichung 2. Ordnung vom Monge-Ampereschen Typ für 
z!(u',w*),. die sich somit auch bei dieser algebraisch-analytischen Methode zwangsläufig 
erzibt. Die Parameterlinien u? — const sind hier bei &/, im Gegensatz zu allen anderen Syste- 
men keinesfalls Asymptotenlinien der Lösungsfläche. Die übrigen Lösungen von 3 werden 
als singulär bezeichnet, da sie nur unter einschränkenden Bedingungen für die 9.$ existieren. 
Für sie sind diew*-Linien stets asymptotisch, und zwar ergibt &',,, Flächen negativer Krümmung 
mit nicht-geodätischen Asymptotenlinien, wobei die 6 willkürlichen Konstanten nur die 
Lage der Fläche bestimmen können. Das System },,, führt zu einfach-asymptotischen gerad- 
Einigen u*-Linien. Die restlichen Typen umfassen zweifach-asymptot'sche Paramterlinien, 
und zwar im Falle %,,, nicht-geodät sche, wobei sich die eingebettete Fläche als eben erweist, 
und schließlich für 3% ,,, die Torsen mit einer Abhängigkeit von einer willkürlichen Funktion. 
Die sekundären algebraischen Systeme führen ebenfalls nur zu singulären Lösungen im obigen 
Sinne. K.H. Weise. 

Matsumoto, Makoto: On the special Riemann spaces of elass two. Mem. 
Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 149—-157 (1951). 

Verf. beschäftigt sich mit der Frage der Einbettbarkeit eines Riemannschen R, in einen 
euklidischen E,:>2. Nachdem in früheren Arbeiten (dies. Zbl. 40, 243) einige Fälle, in denen 
die vom Verf. einzeführte Typuszahl größer als Drei war, behandelt wurde, wird hier der- 
jenige Fall betrachtet, in dem diese Zahl gleich Eins ist. Methodisch wird diese Frage, wie 
in den früheren Arbeiten, durch Einführung eines den R, begleitenden (n + 2)-Beins im Z„.:a 
behandelt. Es ergeben sich so außer der ersten Fundamentalform für den R„ noch zwei 
weitere Fundamentalformen. Die Integrabilitätsbedingungen der Ableitungsgleichungen 
ergeben dann die Gaußschen, Codazzischen und Riccischen Gleichungen, in denen außer den 
aus der ersten Fundamentalform hergeleiteten Größen noch weitere, aus den zweiten Funda- 
mentalformen hergeleitete, eingehen. Nach der T.Y. Thomasschen algebraischen Charak- 
terisierung der Einbettbarkeit kommt die Lösung der Frage nun darauf hinaus, solche alge- 
braische Gleichungen bzw. Ungleichungen anzugeben, in denen nur innere Größen des R, 
auftreten. die die Existenz der fraglichen zweiten Fundamentalformen sicherstellen. Verf. 

. gibt fünf derartige Bedingungen an. O. Varga. 

Walker, Geoffrey: Sur la fihration des varietes riemanniennes. Ü. r. Acad. Sci.., 
Paris 232, 1465—1467 (1951). 

Soit M une variet€@ riemannienne (de dimension n) complete, de mötrique 
definie positive, admettant un champ reel de r-plans reels, ces r-plans etant tan- 
gents & un systeme de varietes riemanniennes R(z); les s-plans orthogonaux aux 
r-plans (r +s =n) forment un champ parallele et sont tangents & un systeme 
de varietes riemanniennes S(z). En supposant qu’il existe une variete $, telle 
que tout point de $, admette dans S, un voisinage ne rencontrant aucun R(x) 
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en plus d’un point l’auteur enonce le theor&me suivant: M est fibree par les || 
varietes R(x), l’espace de base B admettant S, comme revetement isometrique. |) 
Si, de plus, le seul automorphisme de R(x) appartenant au groupe structural et |] 
laissant fixe un point est l’identite, le groupe d’automorphismes du revetement || 
est isomorphe & ce groupe structural. Les &(x) [resp. S(x)] sont isometriques & || 
une variete R (resp. 8), le groupe des automorphismes isometriques de RetS 
etant isomorphes & un groupe @. Les varietes B et M sont respectivement isO- | 
mötriques & S/@ et Rx S/@. Enfin si tout R(x) et tout $(x) se coupent en un || 
point au plus, M admet une double fibration par les R(x) et les $(x), les espaces || 
de base etant: B isom6trique A S/@ et A isom6trique & R/@, avec Ax B isome- || 
trique a M/@. Ces resultats sont appliques au tore 7’, localement euclidien. 
P. Libermann. 

Ruse, H. $.: A classification of K*-spaces. Proc. London math. Soc., II. Ser. 
53, 212—229 (1951). 

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht notwendig positiv definiter || 
Metrik heißt ein K*-Raum, wenn es ein Vektorfeld x; gibt, so daß für den Krüm- || 
mungstensor die Identität Ryijr #1 + Rairı%; + Raiızr = 0 gilt und außerdem || 
überall Raisk,ı =% Popiik oder Royijk,t —( erfüllt ist. Die X*-Räume sind bereits 
von A. G. Walker (dies. Zbl. 39, 177) aufgezählt worden. Verf. bringt eine neue 
Herleitung der verschiedenen Typen und einige ergänzende Bemerkungen zu der | 
Arbeit von Walker. W. Rınow. 


Otsuki, Tominosuke: On some 4-dimensional Riemannian spaces. I. Mem.Fac. || 
Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 193—212 (1949). 

Der Zusammenhang eines reellen 4-dimensionalen Raumes, dessen Trans- 
formationsgruppe durch die Quaternionengleichung  =A X +% mit A| =1 
dargestellt werden kann, ist bei Einführung von Variablen u, ,, %,, u;, u, durch drei. 
Funktionen a(u), b,(u), b,(u) bestimmt, wobei die beiden letzten Funktionen 
Integrabilitätsbedingungen genügen müssen. — Weiterhin werden verschiedene 
Spezialfälle dieser Räume diskutiert. W. Barthel. 

Otsuki, Tominosuke: On some 4-dimensional Riemannian spaces. II. Mem. 
Fac. Sci. Kyüsyü Univ., Ser. A 4, 213—217 (1949). 

Im Anschluß an den Teil I untersucht Verf. die 4-dimensionalen Riemannschen 
Räume mit der Holonomie-Gruppe jener Transformationen, welche sich mittels 
Quaternionen in der Form & — CXe® + X mit |C| = 1 ausdrücken lassen. Es 
zeigt sich, daß diese Räume durch vier willkürliche Funktionen a(u), b, (u), b,(u), 
b,(w) der Variablen w,, ü,, %;, u, bestimmt sind und ihr Bogenelement die Ge- 
stalt de = a2 {duf + du + (6? +53 +53) (du? + dus) + 2b, (du, du, + du,du,) 
— 2b, (du, du, — du, du,)} besitzt. W. Barthel. 

Jaiswal, J. P.: On the null geodesies and null cones in gravitational fields. 
Ganita 1, 86—96 (1951). 

Für die Einsteinsche und de Sittersche Metrik werden zunächst die geo- 
dätischen Nullinien bestimmt. Die Elimination der 5 Integrationskonstanten 
führt dann auf die Gleichung des Nullkegels durch den Ursprung (0,0,0,t'), | 
nämlich auf (1— kr?) tg?c Vktt—t)+ kr: = 0 bzw. (1— kr?) Sof? e Ykt—1)=1.— | 
Über eine ähnliche Untersuchung des Verf. für andere Metriken siehe Ganita 2, 
23—32 (1951). W. Barthel. 

Guggenheimer, H.: A note on curvature and Bettinumbers. Proc. Amer. math. 
Soc. 2, 867—870 (1951). 

Für ein Ergebnis von S. Bochner (dies. Zbl. 39, 176) über die Bettischen 
Zahlen einer Kaehlerschen Mannigfaltigkeit gibt Verf. einen neuen Beweis. der 
sich auf die Theorie des harmonischen Integrale stützt und zugleich eine 'Ver- 
schärfung des Bochnerschen Satzes liefert. Werne 
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Bochner, S.: Tensor fields and Rieei eurvature in hermitian metrie. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 37, 704—706 (1951). 

Ein Ergebnis einer früheren Arbeit [Bull. Amer. math. Soc. 52, 776—797 
(1946)] über Existenz bzw. Nichtexistenz von Tensorfeldern auf kompakten 
Kaehlerschen Mannigfaltigkeiten positiver Krümmung wird dahingehend ver- 
allgemeinert, daß statt kovarianter Tensoren nunmehr auch Tensoren vom ge- 
mischten Typ und statt der Kaehlerschen eine allgemeine Hermitesche Metrik 
zugelassen werden. Beweise werden nicht mitgeteilt. W. Rinow. 


Bochner, $S.: Tensor fields with finite bases. Ann. of Math., II. Ser. 53, 
400—411 (1951). 


welche Lösungen eines gegebenen Systems von linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung sind. Verf. beweist, daß unter gewissen Voraussetzungen über das Differential- 
gleichungssystem und über die Differentiationsordnung der M„ das System 8 ein Modul mit 
endlicher Basis ist. Dieser allgemeine Satz enthält eine Reihe von Endlichkeitssätzen, die 
sich durch Spezialisierung des Differentialgleichungssystems ergeben, so z. B. die Endlichkeit 
der Bettischen Zahlen und der Lieschen Isometriegruppe einer reellen M,, sowie die Endlich- 
keit der Lieschen Gruppe der holomorphen Isomorphismen und der Basis für komplexe auto- 
mopphe Formen einer komplexen Max. Ein noch allgemeineres Resultat erhält man, wenn man 
zum universellen Überlagerungsraum M,„ von M,„ übergeht und in M„ Systeme von Tensor- 
feldern betrachtet, diesich bei Anwendung der Transformationen einer beliebigen beschränkten 
Darstellung der Fundamentalgruppe reproduzieren. W. Rinow. 


Bochner, S.: A new viewpoint in differential geometry. Canadian J. Math. 3, 
460—470 (1951). 


Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des Tensorbegriffs. In einer n-dimensionalen 
Mannisfaltigkeit M, wird auf folgende Weise eine Struktur definiert: Es sei in M,„ eine Familie 
von Koordinatensystemen ausgezeichnet (die zulässigen Koordinatensysteme), derart daß 
die Gesamtheit der zwischen ihnen bestehenden Koordinatentransformationen ein Gruppoid 
bildet. Jeder Transformation zwischen zwei zulässigen Koordinatensystemen (x), (y) sei eine 
N-reihige quadratische Matrix (a3 (y; &)) so zugeordnet, daß gilt: as (2; y) ae (y; 2) = ac (z; x) 
und a3 (x; x) = 65 (A, B=1,...., N). Unter einem Vektoroid der Dimension N versteht Verf. 
ein geometrisches Objekt, welches N Koordinaten vf(x!,..., x”) besitzt und der Transforma- 

At 
tionsregel v/4(y) = a%(y; x)v®(x) genügt. Ein Tensor tn: 2, ist alsdann ein spezielles Vekto- 
roid der Dimension N = n?*+?, dessen Transformationsmatrizen a5(y; x) gleich dem Kronecker- 
schen Produkt von p Faktoren Oy;/dx; und q Faktoren 0x;/dy: sind. Auch ein System von 
endlich vielen Tensorenist ein Beispiel für ein Vektoroid. In gewissen Fällen läßtsich die Dimen- 
sion eines Vektoroids reduzieren, z.B. kann ein symmetrischer Tensor ti; = t;; aufgefaßt 
werden als Vektoroid der Dimension N=3n(n +1). — Ein affiner Zusammenhang 
LaiA, B=1,...,N;i=]1,...,n) der gegebenen Struktur wird durch das Transformationsgesetz 


a4 (y; ©) (Oyıl0x.) La;(y) = as(y; x) Las(x) — (das (y, x)/0x.) 


definiert. Mit Hilfe der L#; wird eine kovariante Differentiation eingeführt. Dabei treten 
„Tensoroide‘“ auf, das sind Größen mit mehreren Indizes, die zu verschiedenen Matrixstruk- 
turen gehören. — Mit Hilfe dieser Begriffsbildungen lassen sich frühere Ergebnisse des Verf. 
über Existenz von Tensorfeldern verallgemeinern. W. Rinow. 


Petreseu, St.: La elassifieation des espaces & connexion affine A,. Acad. 


 Republ. popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 2, 322—353, russische und französ. 


Zusammenfassgn. 354—358, 359—363 (1951) [Rumänisch]. 


Etant donne un espace A, non euclidien on peut lui associer, soit une forme de Pfaff 
invariante, soit une forme quadratique invariante. Dans le second cas l’espace peut &tre 
consider6 comme un espace de Riemann V, & mötrique definie ou non. Dans le premier cas, 
qui est celui consider& par l’A., on peut associer a l’espace le groupe de transformations de 
congruences ds! = ds!, ds’ = ads! + ßds?, oü ds! est la forme de Pfaff invariante. Dans 
le cas oü la torsion et la courbure de l’espace n’imposent pas aucune relation entre «a, ß, I’A. 
retrouve les resultats obtenus par le Ref. que la forme ds! doit &tre une differentielle totale 
exacte et l’espace A, peut avoir un groupe de transformations en lui m&me & quatre para- 
meötres. Si «, ß sont liees par une relation, on peut s’arranger de fagon a avoir ß=1 et ’A. 
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montre que la connexion de l’espace A, peut se reduire en & SE & la forme canonique 
ER, _ 
T,=(u+oe,, Ir, Inzine.2 De: 
2 PN er 
7,=3(2-+0)e*, mc, Bine 


oü u et o sont des invariants et e une constante. Le groupe de transformations en m 
ad—bc 


del’espace et un G, defini par les formules «!= (a 2! + h)/(e x! +d), 2? = 2 — lersunz, Ara 


si u et o sont des constantes. Dans le cas o il ya deux relations en «, ß, on peut s’arranger 


de fagon que ß=1, «= 0, donc que ds!, ds? soient des formes invariantes. En ce cas les | 


OR . .71+ . a 
invariants de l’espace A, sont les coefficients des covariants bilin&aires wı. de ds!, ds? et les 
derivees de ces coefficients par rapport & sl, s?. L’espace A, possede un groupe G, de mouve- 


ments en lui m&öme si wj. sont des constantes. @. Vränceanu. 


Matsumoto, Makoto: Affinely connected spaces of class one. Mem. Coll. | 


Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 235—249 (1951). 


Ein affinzusammenhängender Raum V,„ heißt von der Klasse p, falls p die kleinste 


Zahl von der Art ist, daß der Y„ die Untermanngfaltigkeit eines affinen Raumes E„:» 
‘ist und sein induzierter Zusammenhang bei geeigneter Einspannung des V„ mit dem 
gegebenen Zusammenhang desselben identisch ist. Verf. untersucht den Fall p=1. 
Die Typuszahl des Raumes, die eine wesentliche Rolle spielt, muß dabei im Spezialfall der 
inhaltstreuen Übertragung anders definiert werden als im allgemeinen Fall. Ist Rs’.ı der 
Krümmungstensor des V„, dann ist der erste Fall durch Q; = Rı*i; = 0 gekennzeichnet, 
Ist der Tensor Mijıı durch Mijrı = — $ Radi; Rs?xı bestimmt, dann ist die Typuszahl 
Mabeı .. © Maben 
ts 6 Allee 
sämtliche Permutationen der Zahlen 1 bis n) Null ist, und gleich (22), falls dies der Rang 
dieser Matrix ist. Im zweiten Falle sei Nijrı = — Radız Katrı — Qir Qiı + Qi Qu. 
Mit Hilfe dieses Tensors wird die Typuszahl ebenso definiert wie vorher mit Mi;zı. Verf. 
gibt nun für beide Fälle notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, daß ein V,(n 23), 
dessen Typuszahlz > 3 ist, von der Klasse Eins ist. Die Bedingungen bestehen aus Gleichungen 


des Y, gleich Eins, falls der Rang der Matrix 


(abc,...,pgr durchlaufen 


bzw. Ungleichungen zwischen Polynomen, deren Variable aus den Komponenten des 


Krümmungstensors der V„ hergeleitet sind. O. Varga. 


Sun, J. Tseying: On a certain parallel displacement related to Levi-Civita’s 
parallelism. Sci. Record, Acad. Sinica 4, 11—14 (1951). 


Bettet man einen Riemannschen Raum V,„ in einen euklidischen Raum Ey ' 


mit kartesischen Koordinaten «,:=1,...,N durch x = z%(ul,..., u”) em, 
so läßt sich zu einem Vektor &(P),o =1,...,n,im Punkt PCV,„ein „paralleler‘“ 


Vektor &°(P) in P durch die Forderung erklären, daß 3, [(d='/Ou”) (P) &(P) — 


— ® 
(0a°/du°) (P) &(P)]? ein Minimum wird. &°(P) entsteht durch normale Projektion 
des in Ey paralel nach P verschobenen Vektors in den Tangentialraum. Der 
Übergang zu infinitesimal benachbarten Punkten längs einer Kurve führt zu 
einer (bekannten) geometrischen Deutung der Parallelverschiebung von Levi- 
Civita. K.H. Weise. 


Sorace, Orazio: Trasporti rigidi su diuna varietä riemanniana tridimensionale. 


Atti Accad. Gioenia Sei. natur. Catania, VI. Ser. 7, 55—73 (1951). 

Auf einer dreidimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit V, mit dem Maß- 
tensor 4; sei A,;;, ein kovarianter Tensor, halbsymmetrisch in :j, und x. = &;(s) 
eine Kurve L. Durch T;; = A;,, de;/ds wird längs L eine Parallelverschiebung 
definiert, die von besonderer Beschaffenheit ist, wenn T';r = v; dv,/ds — v; dv,lds 
gilt. Es werden dann die Bedingungen dafür angegeben, daß diese Beziehung für 
jede Kurve Z auf V, gilt. R. W. Weitzenböck. 

Patterson, E. M.: On symmetrie recurrent tensors of the second order. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser.2, 151—158 (1951). 


Ein Tensor heißt rekurrent, wenn seine kovariante Ableitung in ein Produkt aus einem 
Vektor und dem ursprünglichen Tensor zerfällt. Speziell ist der metrische Fundamental- 
tensor rekurrent mit dem Faktor Null. Es ist bekannt, daß ein Riemannscher Raum V, mit 
positiv definiter Metrik, der einen symmetrischen, rekurrenten und nicht zu dem Funda- 
mentaltensor proportionalen Tensor 2. Grades besitzt, reduzibel ist, d.h. eine spezielle Fun- 


2 


433 


ug 
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damentalform der Gestalt ds? = gag(x?) dx“ daP + gaula”) didar (a,B,y=1,...,9; 
A,u,v=P+1,...,n) gestattet. Der Verf. behandelt nun den indefiniten Fall und zeigt, 
daß diese Räume nicht notwendig reduzibel sind. p linear unabhängige Vektorfelder 


Ja(a=1,...,p)in V,„ bilden eine Basis für ein p-dim. Parallelfeld IT, wenn ihre kovariante 


- Ableitung in IT liegt: Au; = AB, Ab. Die Basis sei normiert, d. h. bestehe aus paarweise ortho- 


gonalen Vektoren }o der Länge Null und A der LangeEins @ =1,...,r;e =r+1,..7n). 
Die Vektoren A, spannen den Nullteil /7* von II auf. Durch IT ist das konjugierte (n — p)-dim. 


Parallelfeld IT’ festgelegt, dessen kovariante Basis die n— p unabh. Lösungen von m Aa —=0 
sind. Es gilt 7* = UnNIT'. Sei T;x ein rekurrenter Tensor des V„ vom Rang p, so gibt es 
(n — p) 1. u. Lösungen von 7; 4° = 0, die ein zu T;x assoziiertes Parallelfeld J/’ aufspannen. 
Das dazu konjugierte Parallelfeld I/ heißt von T;x erzeugt. Die Reduzibilität der Metrik bleibt 
auch im indefiniten Fall erhalten, wenn //N II’ = O ist. Die Folge der Tensoren u 7 Ti, 
Tr = T;r. ist ebenfalls rekurrent. Die erzeugten Parallelfelder //, stimmen überein, wenn 
II# =0 ist. Im allgemeinen Fall wird die Dimension und der isotrope Anteil der Felder IT, 
durch die Zahl und Art der Elementarteiler von (T;xz— 0 g:x) bestimmt. Mit Hilfe dieser 
Parallelfelder wird bewiesen, daß V,„ reduzibel ist, wenn T;x wenigstens zwei verschiedene 
charakteristische Wurzeln besitzt. K.H. Weise. 

Tomonaga, Yasuro: A generalization of Laguerre geometry. I, II. J. math. 
Soc. Japan 2, 253—266, 3, 310—316 (1951). 

Mit Hilfe des Tensorkalküls wird in TeilI die klassische Laguerresche Differential- 
gegmetrie in folgender Weise verallgemeinert. Sei Y„ ein Riemannscher Raum mit Funda- 
mentaltensor gix(2°), i,k,j=1,...,n. In jedem euklidischen Tangentialraum mit cartesi- 
schen Koordinaten X® wird eine Hyperkugel mit Mittelpunktsvektor V’ und Radius PV® 
durch die Gleichung beschrieben gir (X? — V‘) (X* — V*) = (V°)?. Faßt man die Koordi- 
naten der Kugel zu V/,}=0,1,...,n, zusammen, so wird der tangentiale Abstand D zweier 
Hyperkugeln V?, W* durch D? = gu(V? — W*) (V# — W#) mit 90 = —1, 9: = 0 gegeben. 
Jeder Punkt des V,„ ist Träger eines Tangentialraumes von ©0”+! Hyperkugeln; zwischen 
ihnen wird ein affiner symmetrischer Zusammenhang so postuliert, daß der tangentiale Ab- 
stand D invariant bleibt, d.h. g2u,; = 0. Der Krümmungstensor dieser Übertragung hängt 
eng mit dem des V, zusammen. Der eigentliche Gegenstand der Untersuchung sind ein- und 
(n — 1)-dim. Felder von Hyperkugeln. Gibt man sich längs einer Kurve «’(t) eine Schar von 
Hyperkugeln Y*(t) vor, so lassen sich, von speziellen Ausnahmefällen abgesehen, mit Hilfe 
eines invarianten Parameters ‚‚Frenetsche‘‘ Formeln ableiten, die Veranlassung zur Unter- 
suchung spezieller Hyperkugelscharen geben. Trägt eine Hyperfläche desV,, x’(u!,... ., wt), 
ein Hyperkugelfeld V*(u!,...., w”—!), so läßt sich u. a. in jedem Punkt eine Basis von (n-+1) 
linear unabhängigen Hyperkugeln Bi; Br, Ba A=1,...,n— 1, angeben, die zu ent- 
sprechenden Ableitungsgleichungen mit den dazugehörigen Integrabilitätsbedingungen führt. 


Dabei werden die Bı durch kovariante Ableitung des Feldes nach den Parametern gewonnen, 


während Be B% zwei speziellen Hyperebenen in den Tangentialräumen zugeordnet sind. 
Die Begriffe: konjugierte Richtungen, Normalkrümmung, Hauptkrümmungsrichtungen und 
Nabelpunkte schließen sich in gewohnter Weise an. — Im Anschluß an dieim Teil I beschriebene 
Theorie wird in Teil II durch Abwicklung des tangentialen Hyperkugelraumes längs geschlos- 
sener Kurven eine Holonomiegruppe © eingeführt und ihre Beziehung zu der Struktur des 
Raumes in speziellen Fällen untersucht. Wenn ® die Hyperkugeln (V‘, 0) invariant läßt, 
bildet V’ ein sogenanntes konkurrentes Vektorfeld. Ist (0, V°) fest, muß V° = const sein, und 
im allgemeinen Fall einer unter ® festen Hyperkugel V* ist V; Gradient eines Skalars p, 
wobei der tangentiale Abstand der Hyperkugel von dem Trägerpunkt auf der Hyperfläche 
p = const den Wert — 29 besitzt. Weitergehende Einflüsse auf die Raumstruktur hat der 
Fall, in welchem © zwei Hyperkugeln V?, W* fest läßt. Ist die eine der beiden speziell ge- 
legen, W* — (0, W°), so bestehen die der Hyperkugel V? zugeordneten Hyperflächen @ = const 
mit V; = Op/dx' aus Nabelpunkten konstanter mittlerer Krümmung, und ihre Orthogonal- 
trajektorien sind geodätische Linien. Im allgemeinen Fall zweier beliebigen, unter & festen 
Hyperkugeln stößt man innerhalb einer gewissen Realitätsungleichung auf eine einpara- 
metrige Schar sogenannter W-Hyperflächen mit der kennzeichnenden Eigenschaft, daß für 
sie eine die Hyperfläche berührende invariante Hyperkugel existiert, wobei diese W-Flächen 
in speziellen Fällen auch aus Nabelpunkten bestehen können. Für ihre Orthogonaltrajektorien 
wird eine Differentialgleichung 3. Ordnung angegeben. K.H. Weise. 

Otsuki, Tominosuke: On the spaces with normal conformal eonnexions and 
some imbedding problem of Riemannian spaces. II. Töhoku math. J., II. Ser. 2, 
220—274 (1951). 

Dans la partie I (voir ce Zbl. 41, 306) I’A. a etudi& les espaces & connexion 
conforme normale C,:1, dont le groupe d’holonomie fixe un point ol une hypersphere $,, 
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en relation avec l’immersion d’un espace V„, dans un espace sen conforme a un espace 
d’Einstein, l’espace V„ &tant l’image de ’hypersphere invariante 5, et On+1 etant associe & 
V..ı. Par cela on entend que dans chaque point P de V„+1, l’hypersphere 8, dans l’espace 
de Möbius M,»+ı(P), contient le point & l’infini dans M+1(P). Maintenant, on consid£re le 
me&me probleme sans cette derniöre restriction. Etant donne un espace & connexion conforme O, 
on prend avec Cartan comme systöme de reference R* (4%, AF, A&) n + 2 hypersphöres 
liees par les relations 

AbAr=AAb=0, AAL=-—ı, AA=-G Wi=h..un. 
Si le groupe d’holonomie de CO, fixe une hypersphöre 8,—ı (X = = Ad + a! AF + 2© AL) 
par rapport & R* dans l’espace tangent M.(P)\(P=43), alors on doit avoirdX=nX et 
inversement, oü x est une certaine forme de Pfaff, dans les variables x. Sil’espace Or correspond 
& un espace Y„ ayant la metrique ds? = 9; dx‘ dx’, on montre que cette metrique doit s’ecrire 
sous la forme 

ds? = gan (x, y) da? de# + y?(@”, y) dy®, (Aare rs Rz): 

si le groupe d’holonomie de C, fixe une 8,-ı, ’hypersurface y=0 etant l’image de S,-ı et 
cela arrive si le premier et le second tenseur fondamental des y = const. satisfont a certaines 
conditions. Le problöme inverse d’immerger un espace V„ dans un espace V„+ı de facon 
que le groupe d’holonomie de l’espace conforme C„+1 associe & V„n+1 fixe une hypersphere 
reelle S,, depend de l’integration de certains systemes differentiels, dont l’etude est assez. 
difficile, mais I’A. reussit & leurs donner certaines formes regularisantes, qui le conduit & des 
resultats geometriques simples, dont nous citons les suivants: Un Y, peut &tre considere 
comme une surface de Y, qui est l’image d’un $, invariante par le groupe d’holonomie de (, 
correspondant & V,. La surface est ou bien totalement ombilicale ou totalement geodesique 
et ses courbures principales peuvent &tre prises arbitrairement. Pour le cas general on montre 
que le probleme est toujours possible pour n impair, tandis que pour n pair il ya desrestrietions. 
Si l’espace Y„+1 est un espace d’Einstein, il faut que l’espace Y. (n > 2) soit aussi d’Einstein 
ou & courbure constante. @. Vranceanu. 


Katsurada, Yoshie: Non-holonomie system in a space of higher order. I. 
On the operations of extensors. II. On the theory of extensions on the subspace. 
J. Fac. Sci. Hokkaido Univ. I 11, 190—217 (1950), 12, 29—41 (1951). 

In the first paper the author considers an N-dimensional space K% of line elements 
of M-th order. With respect to a coordinate system x*(i,j...=1,2,...,N) she takes 
(G+1)N excovariant exvectors of range @: Ag; where a’ 7’(,’ =0,1,...,0,7, 7 =1,..., N). 
denotes the number of exvectors and ai (6,ß=0,1,...,@) their components, i. e. for each 
fixed a’ and ö 2: denotes an excovariant exvector. We assume A; =0 for a <x and 
the non-vanishing of the (@-+1) N-rowed determinant |A2; |. A non-holonomic system is defined 
by a set of such exvectors Aa; and their inverse A2’,.. They are called base exvectors of the 
non-holonomic system. Then she transforms differential operations on extensors studied by 
A. Kawaguchi (thisZbl. 23,169) to her non-holonomie system and investigates the structures 
of these operations. In the second paper, she studies the theory of subspace in Ey ,i.e, the 

; (a); 
socalled exsurface. Besides extensor B5; = Gars Y=|],...,m, m = the dimension. 
ouß’’ ’ ’ ’ 
of the subspace x = x’(u!,...,w”)) which is the analogy of tangent vectors of a surface in 
ordinary space she takes (M + 1) (n — m) excontravariant exvectors AB p (expseudonormal) 
$=0,...,M;p’=m+l1,...,r) so that they are linearly independent with Bi; and 
B La} ü . . . 

with each other. Then (Bir, 67”) and its inverse constitute a non-holonomic system. Starting 
such point of view and making use of her results in the first paper and in another paper (see 
the next but one review) she derives basic formulas for the theory of exsurfaces. 8. Sasaki. 

i Katsurada, Yoshie: On the extended connection parameters in a space with 
alfine connection and in a Riemannian space. J. Fac. Sci., Hokkaidö Univ. I 12, 
17—28 (1951). 

The extensor introduced first by H.V.Craig (this Zbl. 1%, 378) is an extension of the 
tensor concept and as a part of its components it includes its tensor part. For example the 
components a of an extensor wa (&, ß, 2 = 1, eo.) M; a, b, c= 1% 2, eo.) %) are compoO- 
nents of a vector. The author intends to generalize this situation to affine connexions, covariant 
derivative of extensors on an affinely connected space and a Riemannian space. First she defines 


aa FR & a (a B—, 
sun (2) N for B+y=o, =0forßty>a, 


& / n " 
where Bi = ol! ylla — BP — y)!for B + ysa,=0forß+y>a and calls Taiye an ex- 


‘ 
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tended connexion parameter in an affinely connected space. Using this we can define covariant 
differentials and derivatives of extensors so that they include covariant differentials and 
derivatives of tensor parts of the extensor with respect to T}. as a part of their components. 
Secondly, she takes up a Riemannian space with the fundamental tensor ga» and defines 


Meere : R 
Iaaßp = 2 gu» en and calls it the metric extensor of the Riemannian space of M-th order 
M 
line elements N. She defines extended Christoffel’s symbols with respect to g«a 85 quite the 
same way as the ordinary one, it is shown that it coincides with the extended connexion para- 
meter constructed from the ordinary Christoffel’s symbolsin thesensestatedabove. Theextended 
Christoffel’s symbols include the ordinary Christoffel’s symbols as a part of their components 
M 


too. Various relations among extensors gaaß», its inverse g““Pb, v“, its covariant components 


[77 F 
5 and its 


M 
va, extensor v(®*, jts covariant components v«., length and angles of exvectors, | 
extended Christoffel’s symbols ete. 8. Sasaki. 


Katsurada, Yoshie: On the non-holonomie connection of extensors. Tensor, 
n. Ser. 1, 60—66 (1951). 
On montre comment on peut &tendre le calceul differentiel absolu des congruences du 


Ref. aux espaces d’ordre superieur; c’est-A-dire aux espaces d’elements K® dont les points 
(expoints) sont definis par N coordonnees x’ fonctions d’une variable et leurs derivees jusqu’ä 


; 0) : sh 
V’ordre M. On associe & l’espace Ky un systeme d’extenseurs excovariants ind&pendants 


2 ; e ö 
2%: (= 2) et leurs r&ciproques extenseurs excontrevariants Mary ‚ done ce qu’on appelle 
avec Ricci, moments et parametres du syst&me de congruences ind&ependantes. En introduisant 


Y 
les differentielles des ares de ces congruences ds)" —= 75: de) et les derivees 
= 
öf AD PR. 0 
Eur IF RE ER TE RP — (7 
Os 2 da Wr (F=fla,r,... 2) 
y= 


on ecrit la loi de commutation des derivees secondes et les covariants bilineaires des ds), 
Si les coefficients de ces covariants sont nuls, le systeme de ds(‘ est holonome et KEY” de- 
vient une exsurface de Craig. On donne la loi de transformation de ces coefficients par 
rapport & une transformation du systeme d’extenseurs / et on considere ensuite des tenseurs 
et leurs tenseurs derives dans le cas oü l’espace est A connexion affine OY et le cas d’un espace 
er, quand la connexion est donnee par les symboles de Christoffel d’un tenseur g,:5;. On 
considere aussi les conditions pour que l’espace 0% ou l’espace R% possede des champs 
d’extenseurs Fe 1 & parallelisme absolu. G. Vranceanu. 


Kawaguchi, Akitsugu and Yoshie Katsurada: On a connection in an areal 
space. Japanese J. Math. 21, 249—262 (1951). 


Gegeben sei ein n-dimensionaler Raum, dem dadurch eine Flächenmetrik aufgeprägt 
ist, daß der Inhalt eines Gebietes einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit «’ = x'(u®) 
(=1,...,n,a=1,...,m) durch das m-fache Integral O = ji S[rte, ox'/our) dul.. . du” 
bestimmt ist. Die positive Funktion f ist, bis auf die Bedingung, daß O koordinaten- und 
parameterinvariant sein soll, weitgehend willkürlich wählbar. Verff. konstruieren in einem 
solchen Raum durch Definition eines invarianten Differentials eine Übertragungsgeometrie. 
Der größeren Übersichtlichkeit halber wird nur der Fall m = 2 behandelt. Dieses Problem 
wurde schon durch eine Reihe anderer Autoren behandelt. Die hier gegebene Behandlungs- 
weise unterscheidet sich von diesen darin, daß jetzt für die Festlegung der Übertragung nicht 
ein kovarianter Fundamentaltensor 2-ter Stufe grundlegend ist, sondern ein von A.Kawa- 
guchi eingeführter metrischer Bitensor g:;x1, der mit der Funktion f durch ??= 4 gisaı p'! p*, 
pi — 2 0x/du! Ir/du* zusammenhängt. Unter geeigneten Voraussetzungen existiert der 


rein kontravariante Tensor g‘’!”, für den gang!” — 4 ö1 ö1 gilt. Für die Bestimmung des 
invarianten Differentials, das für ein Vektorfeld (x, x/du) von der Gestalt 


(1) ; Övt = dvi + Dr vdar + U: vi dph; po; — ford kel 
sein soll, ist der aus den obigen Bitensoren vermöge 
(2) Asp = (1/(n — 1) (n — 2)) [giaia m Fr goltom— Iuwma)] 


festgelegte Tensor von grundlegender Wichtigkeit. Unter einer Reihe von Voraussetzungen 
über den Tensor (2) können die Übertragungsparameter Tr, Cjx sowie die Koeffizienten der 
28* 
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durch öp* bestimmten Basisübertragung im wesentlichen aus von diesem Tensor herleitbaren 
Größen bestimmt werden. Auf Grund der gegebenen Übertragung wird die Krümmungstheorie 
behandelt. O. Varga. 
Kawaguchi, Akitsugu and Yoshie Katsurada: On areal spaces. IV. Connee- 
tion parameters in an areal space of general type. Tensor, n. Ser. 1, 137—156 
1951). 
Fr III, dies. Zbl. 44, 372.) In vorliegender Arbeit wird das im vorangehenden Referat 
behandelte Problem erneut, und zwar für beliebiges m behandelt. Auch jetzt ist die, in dieser 
Arbeit als linienmetrisch bezeichnete, Übertragung von der Form (1). Für die Bestimmung 
der Übertragungsparameter T;x und Cjx wird ebenfalls der Tensor (2) herangezogen. Die 
Bestimmung dieser Parameter kann in dieser Arbeit unter weit weniger einschränkenden 
Voraussetzungen über die Funktion f (s. voranstehend. Referat) durchgeführt werden. Außer 
der Übertragung (1) wird noch eine als flächenmetrisch bezeichnete Übertragung eingeführt. 


Bei derselben tritt an Stelle der p, der aus diesen Vektoren bildbare m-Vektor. Diese Über- 
tragung ist von der linienmetrischen verschieden und von der Art, daß das invariante Differen- 
tial des metrischen m-Tensors verschwindet. Hieraus folgt die Invarianz des Inhaltsmaßes 
eines m-Tensors bei Parallelübertragung im Sinne der Flächenmetrischen Übertragung. 
Auf Grund der eingeführten Übertragung wird die Torsions- und Krümmungstheorie be- 
handelt. O. Varga. 


Izumi, Hideo: Infinitesimal transformation in a line element space. J. Fac. 
Sci., Hokkaidö Univ. I 12, 1—10 (1951). 


In einer Linienelementmannigfaltigkeit (x, x’) sei eine Übertragung dadurch gegeben, 
daß für ein differenzierbares Vektorfeld v*(x, x’) das invariante Differential von der Form 


l) vr =dv +wi(d)vW sei, wobi = Indr+ Oro, wi dat dei +4 Tide. 
Die Größen 0% sind dabei von vornherein gegeben und stellen einen Tensor dar, dessen Kom- 
ponenten in den x” von (— 1)-ter Ordnung homogen sind. 75: ist durch Tr = 0272/02. 00 
bestimmt, wobei die /” beliebig vorgegebene, in den x” von 2-ter Ordnung homogene derartige 


Funktionen sind, daß das Transformationsgesetz der T;, dasjenige der Übertragungspara- 


meter eines affinzusammenhängenden Punktraumes ist. Die Übertragung (1) wird vom Verf. 
als C’-Übertragung bezeichnet. Ist “= a+ä(e) öt eine infinitesimale Transformation 
und D2=(X 2) dt = 2x, x) — 2(&,x) die zu ihr gehörige Liesche Ableitung, dann 
bezeichnet Verf. eine infinitesimale Transformation als eine infinitesimale affine Kollineation, 
falls (2) Do! — 0 ist, und als eine infinitesimale C’-Bewegung, falls (3) D o$ = 0 gilt. Aus 
dieser Definition ergibt sich der Satz, daß für eine infinitesimale O’-Bewegung die Lieschen 
Ableitungen von 7} und Cj. verschwinden müssen. Die Bedingungen, daß ein Raum eine 
infinitesimale O’-Bewegung zuläßt, ergeben sich aus den Integrabilitätsbedingungen von (3). 
Verf. wendet diese Ergebnisse auf den von A. Kawaguchi (dies. Zbl. 19, 278) studierten 
Raum an, für den die Bogenlänge s durch s = f (A: &’' + B)!r dt definiert ist. Nach Ergeb- 
nissen von A. Kawaguchi läßt sich aus den A; und B und deren Ableitungen eine O’-Über- 
tragung konstruieren. Verf. beweist, daß eine infinitesimale Transformation, die die Bogen- 
länge ungeändert läßt, eine ©’-Bewegung ist. Eine infinitesimale affine Kollineation, für die 
die Liesche Ableitung von 4: verschwindet, ist eine C’-Bewegung, dieselbe läßt die Bogen- 
länge invyariant. Zum Abschluß wird bewiesen, daß eine infinitesimale Transformation, die die 
Bahnen x” +27"(x, x’) = 0 ineinander überführt und die Basisübertragung ungeändert 
läßt, eine affine Kollineation des Raumes ist. O. Varga. 


Yano, Shimpei: A generalization of the Frenet’s formulae. J. Fac. Sci., 
Hokkaidö Univ. I 12, 11—16 (1951). 

Dem Beispiel von P. Dienes folgend (On tensor geometry, Ann. Mat. Pura appl., IV. Ser. 
3, 247295 (1926)], betrachtet der Verf. Affinoren, deren Komponenten Funktionen von 
Linienelementen sind. Unter einem monodromen Raum versteht der Verf. einen solchen, 
in welchem für jede Kurve die absolute Ableitung des Feldes von kontra- und kovarianten 
Vektoren folgendermaßen definiert wird: d4A'/öt — ÖAl/dt + f; A’; 6Bi/öt = dB;/dt + fı B;, 
wobei zwischen fi; und f/; von vornherein keine Beziehung besteht. — Die obigen Formeln 
gestatten, die kovariante Ableitung eines jeden Affinorfeldes zu definieren. In diesen Räumen 
bestehen die klassischen Formeln für die Ableitung der Summen von ähnlichen Affinoren 


sowie die Formel von Leibniz für die Ableitung der Produkte der Affinoren. — Zwischen 
den kontra- und kovarianten Fundamentaltensoren besteht die bekannte Beziehung g;g’*—=&. 
Dagegen verschwindet die kovariante Ableitung s(ö;)/öt — C; im allgemeinen nicht identisch. 


Für die gemischten Tensoren A}; kann man eine Distanzmetrik sowie eine Winkelmetrik ein- 
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‚ führen. — Bestehen die Beziehungen ögij/öt — x; OF + gix OF, ög"/öt — gir Oh + ge Ch, 

so wird der Raum ein isotroper genannt. In einem isotropen Raum ist ög;/öt = ög"/öt = 0, 
obwohl im allgemeinen Ci +0 ist. — Die Finslerschen und Cartanschen Räume bilden 
Spezialfälle der isotropen Räume. — Im letzten $ gibt Verf. die verallgemeinerten Frenet- 
schen Gleichungen an für ein beliebiges Affinorfeld, das längs einer gegebenen Kurve definiertist. 
Die Krümmungen werden mit Hilfe von Grenzoperationen für unendlich kleine Winkel 
zwischen den benachbarten Oskulationsräumen definiert, wobei die Oskulationsräume von 
den sukzessiven kovarianten Ableitungen des gegebenen Feldes aufgespannt werden. In diesen 
verallgemeinerten Frenetschen Gleichungen treten die normierten Tensorfelder auf, die mit 
Hilfe der Methode von Schmidt-Dienes gebildet sind. S.Golab. 

Haimoviei, M.: Sur les espaces des familles de transformations de variable 
simplement transitive sans courbure de l’espace. III. Acad. Republ. popul. Romäne, 
Fil. Iasi, Studii Cere. stii. 1, 53—66 (1950) [Rumänisch]. 

Verf. zeigte in einer Reihe von Arbeiten (dies. Zbl. 30, 372; 35, 107), wie man 
einer Schar von einfach transitiven Transformationen eine Übertragungs- 
geometrie zuordnen kann. In der vorliegenden Arbeit wendet er diese Resultate 
auf denjenigen Spezialfall an, in dem die Krümmungstensoren dieser Geometrie 
verschwinden. In diesem Falle können die Transformationsgleichungen explizit 
angegeben werden. O. Vargo. 

# Debever, Robert: Les espaces de l’&leetromagnetisme. Centre Belge Rech. 
math., Colloque Geom. diff., Louvain du 11 au 14 avril 1951, 217—233 (1951). 
. Ein elektromagnetisches Feld ist bekanntlich definiert durch zwei Tensorgrößen in einer 
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit: einen zweifach kovarianten schiefsymmetrischen Tensor 
H,s und eine zweifach kontravariante schiefsymmetrische Tensordichte K”s, d.h. durch zwei 


alternierte Differentialformen: 2 = H,, de dx, Q=+K's &,ı. da! dx“. Die Maxwellschen 


Gleichungen lauten alsdann: d@ = 0, dQ = 4n SS mit S = (* 2,1. da" dx: dx!, wobei C* der 
vierdimensionale Vektor der Stromdichte ist. Zunächst wird die geometrische Struktur eines 


derartigen Formenpaares 2, 2 untersucht. Als Hauptergebnis erhält Verf. den Satz, daß sich 
die Formen 2, 2 bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems durch Pfaffsche Formen und 
2 Invarianten darstellen lass:n. Es werden dann Felder vom Typus des leeren Raumes unter- 
sucht, das sind Felder, für welche in einem geeigneten Koordinatensystem die Beziehungen 
KB — H,5, Kt—= Hu (o,ß=1,2,3;i=1, 2,3, 4) gelten. Ein Feld ist dann und nur 
dann vom Typus des leeren Raumes, wenn eine Matrix 9 vom Rang 4 und von der Signatur 2 
existiert mit Ks = 3 Y||g]| (gt @* — gr” g*') H,„. Es läßt sich alsdann dem Feld ein konformer 
Zusammenhang vermittels der 9; zuordnen, derart, daß für die Lorentz-Kraft die Gleichung 
F,= T;,, gilt, wobei 77 der Energie-Impuls-Tensor des Feldes ist. Schließlich werden noch 
notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß das Feld homogen ist. 
W. Rıinow. 
Angewandte Geometrie: 


e Howe, Harold Bartlett: Deseriptive geometry. New York: The Ronald Press 
Company 1951. 

Rios de Souza, Jayme Eduardo: Der Pohlkesche Satz und seine Verallgemeine- 
rung auf den Fall der Zentralprojektion. Anais Fac. Ci. Porto 35, 197—216 (1951) 
[Portugiesisch]. 

Nice, V.: Construetion d’une eubique gauche ä l’aide des points imaginaires 
conjugues. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 35—37 und französ. Zu- 
sammenfassg. 38 (1950) [Serbokroatisch|]. 

Marussi, Antonio: Sul ealeolo dei simboli di Christoffel per le proiezioni di 
Mercatore e di Gauss. Ist. Veneto Sci. Lett. Arti, Atti, Cl. Sci. mat. natur. 109, 
11—16 (1951). 

Beziehungen zwischen den Christoffelschen Symbolen und zwischen den 
Krümmungstensoren zweier konform aufeinander abgebildeter Riemannscher 
Mannigfaltigkeiten, die zum Teil schon auf Levi-Civita und Finzi zurück- 
gehen, werden auf gewisse winkeltreue Flächenabbildungen, speziell Karten- 
entwürfe angewandt. F. Löbell. 
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Marussi, Antonio: Su aleune proprietä integrali delle rappresentazioni conformi 
di superfiei su superfiei. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., | 
VIII. Ser. 10, 307—310 (1951). 

Es wird das Verhalten des Integrals J' über die geodätische Krümmung y 
längs einer geschlossenen doppelpunktfreien Kurve c auf einem regulären Flächen- | 
stück $ bei konformer Abbildung auf ein reguläres Flächenstück 8’ untersucht. 
Ist ce’ die Bildkurve, y’ die geodätische Bildkrümmung und e* = m das Vergröße- 
rungsverhältnis mit ds’? — e?"ds?, so gilt y’ = e“y — Öu/On’, wobei die Ab- 
leitung in Richtung der Normalen von e’ zu nehmen ist. Durch Integration folgt 


Tt—_ T = O0ujon! ds = — SS Nu ds’, so daß die Änderung der geodätischen 
C 4’ 


Gesamtkrümmung einer geschlossenen Kurve bei konformer Abbildung durch | 
den Fluß des Gradienten von lgm durch die Bildkurve oder durch das Integral 
über die Divergenz dieses Gradienten, erstreckt über den Bildbereich, gegeben 
wird. Unter Verwendung des Gauß-Bonnetschen Satzes folgt schließlich 
NMu=Ke-:"— K' odr Au=K-—K'e?* (K,K’ Gaußsche Krümmung und 
Bildkrümmung). K.H. Weise. 

Marussi, Antonio: Determinazione a priori del modulo di deformazione lineare 
nella rappresentazione conforme di Gauss. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. 
Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 11, 198—201 (1951). 

Ist u der Logarithmus des Vergrößerungsverhältnisses bei konformer Ab- 
bildung, so gilt (1) Au = K — K’ e?“, wobei K, K’ die Gaußschen Krümmungen 
in entsprechenden Punkten bedeuten. Für die Abbildung einer Rotationsfläche 
(Breite 9, Länge ) mit dem Linienelement ds? = N? cos?p(d®? + d}?) auf eine 
Ebene K’ = 0 (Merkatorprojektion) reduziert sich (1) auf (2) 92u/9®? + 0?u/04? = 
o IN cos®p = R, wobei 0, N die beiden Hauptkrümmungsradien der Fläche sind. 
Verf. bestimmt die Lösung dieser Potentialgleichung mit den für die Geodäsie 
wichtigen Anfangsbedingungen u = 0 und Ou/9) = 0 längs des Anfangsmeridians 


/=0 in Form einer Potenzreihe nach Potenzen von A zuu= I (— 1-1 I 
dev—2R - @r)ı | 
dß2r—2 ' K.H. Weise. 


Mineo, Massimo: Sul trasporto delle coordinate e dell’azimut lungo una 
geodetica e sul problema inverso sopra una superfieie qualunque. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 142—145 (1951). 

. Sind #,» Punktkoordinaten längs einer geodätischen Linie mit der Bogenlänge s auf | 
einem regulären Flächenstück, so gilt unter Verwendung von Normalkoordinaten p = s(du/ds)o» 
q=s(dv/ds), für eine genügend kleine Umgebung eines Anfangspunktes (u), v,) die Entwicklung 
() uw=ewtP tn? +9 +taQ+---. mit = (ug, do); 

eg +5, +b,prgo +bQ +--- mit b = blu, do), 
die unmittelbar die Übertragungsaufgabe für die Punktkoordinaten löst. Für den Winkel © 
zwischen der Geodätischen und den Kurven v=const hat man die Gleichung d®/ds = Adu/ds + 
Bdvjds mit A= A(u,v), B= B(u, v), und daraus folgt für die Übertragung des ‚„‚Azimuts“ 
die Reihe (2) = %,+aP+t%q+:-- mib = ci(üg, v0). Die Umkehr von (1) ergibt 
p,g und damit = E, p? +2F,pq-+ G,q?, sowie © nach (2). Bezieht man die Fläche auf 
ge>graphische Koordinaten (Breite = Komplement des Winkels zwischen Flächennormalen 
und konstantem Polvektor p, Länge = Winkel zwischen von Flächennormalen und p auf- 
gespannten Halbebenen), so lassen sich die zweiten Fundamentalgrößen, die einer direkten 
astronomisch-geodätischen Bestimmung zugängig sind, an Stelle der ersten in den Koeffi- 


zienten der Reihenentwicklungen (1), (2) und ihrer Umkeh infüh j i 
zu Gliedern 2. Grades en in Der we 


Morelli, Carlo: Formule fondamentali per una geodesia delle superfiei isogravi- 

tazionali. Ist. Veneto Sci. Lett. Arti, Atti, Cl. Sei. mat. natur. 109, 189—208 (1951). 

Die genauen Grundformeln für eine Geodäsie auf Flächen gleicher Schwere 

(isogravitationale Flächen) werden in allen Datails abgeleitet und näher diskutiert. 
4. Defant. 


a > 


-ı 
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Topologie: 


® Appert, Antoine et Ky-Fan: Espaces topologiques intermediaires. Pro- 
bleme de la distaneiation. Preface de M. Fröchet. (Actual. sci. industr., 
No. 1121. Exposes d’analyse generale, XV.) Paris: Hermann & Cie. 1951. 160 p. 
1000 fr. 

Fortsetzung der früher erschienenen Broschüren von A. Appert: Proprietes des espaces 
‚abstraits les plus generaux (Paris 1934, dies. Zbl. 10, 117). In Kapitel I werden eine Anzahl 
Grundaxiome der Topologie aufgestellt und die Abhängigkeit unter ihnen untersucht. In 
Kapitel II werden einige Eigenschaften der Räume (V) sowie der Räume (V.) zusammen- 
gestellt. Kapitel III ist der Theorie der Räume gewidmet, die dem Vietorisschen oder dem 
Tietzeschen Trennbarkeitsaxiom genügen. Dabei setzt Verf. das übliche Hausdorffsche 
'Trennbarkeitsaxiom nicht voraus, deshalb nennt er solche Räume quasi-regulär bzw. -normal. 
Es wird bemerkenswerterweise gezeigt, daß zahlreiche fundamentale Sätze wie der Urysohnsche 
Satz, der Tietzesche Erweiterungssatz in solchen Räumen gelten. Kapitel IV beschäftigt 
sich mit dem Metrisationsproblem der quasi-regulären und der quasi-normalen Räume unter 
der allgemeineren Bedingung der Quasidistanz, und es werden u. a. die Sätze von Chittenden, 
Frink, Alexandroff-Urysohn und Niemytzki in dieser Auffassung bewiesen. In den 
Anhängen werden verschiedene topologische Räume, wie z. B. uniforme Räume, Räume mit 
‚abstrakten Abständen, eingeführt und ihre Axiomatik untersucht. H. Terasaka. 


“' Areskin, G. Ja.: Zur Strukturtheorie der topologischen Räume. Trudy mat. 


Inst. Razmadze 18, 53—65 und grusinische Zusammenfassg. 65—66 (1951) 
[Russisch]. 

Im Anschluß an frühere Arbeiten [dies. Zbl. 33, 23, 24 (im ersten Referat, 5. Zeile, 
ersetze das Zeichen = durch C)] gibt der Verf. eine Beschreibung der algebraischen Struktur 
lokal bikompakter 7',-Räume. Bzgl. der Bezeichnungen vgl. loc. eit. Notwendig und hinreichend 
dafür, daß eine Struktur S mit der Teilstruktur 8’ die Struktur eines regulären, lokal bikom- 
pakten Raumes ist, sind die Bedingungen I, II, IV (vgl. loc. cit.) und folgende Bedingung VI: 
Für beliebige. Elemente a’ € 8’ und BES mit #0, a Ab=0, gibt es Elemente a€ 8 
und D’ ES8’,so dßa’Na=0,b’ A\b=0undaVb =1 ist. Verf. gibt notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür an, daß zwei Strukturen zu homöomorphen, lokal bikom- 
pakten 7,-Räumen gehören. Ferner behandelt er das Problem der algebraischen Charakteri- 
sierung von stetigen Abbildungen bikompakter 7T,-Räume auf Bikompakta mittels der Struk- 
turen beider Räume. Interessant ist auch die folgende Bestimmung des Gewichtes eines 
lokal bikompakten 7,-Raumes aus seiner Struktur: Die Struktur ($, 8’) habe das Gewicht r, 
wenn 7 die kleinste Mächtigkeit einer Teilstruktur S*C 8 mit folgender Eigenschaft ist: 
Für beliebige a€ 8, a € 8’ mit a =0, a’ N a=0 existiert ein a*€ S*, so daß a* za und 
Ried. 0) ist. W. Thimm. 

Monteiro, A. A.: Les filtres fermes des espaces compacts. Gaz. Mat., Lisboa 12, 
Nr. 50, 95—96 (1951). 

The author concerns himself with the characterization of lattices of filters, 
a problem which was investigated previously by A. Komatu, G. Birkhoff, 
O. Frink and L. Nachbin about different lattices. — He gets a necessary and 
suffieient condition for a lattice to be isomorphie with a family of all the closed 
filters (filters of closed sets) of a compact space. Next he gives a condition 
characterizing the lattice of all the closed filters of a metric compact space and 
that of a compact totally disconnected space. Atuo Komatu. 


Specker, Ernst: Endenverbände von Räumen und Gruppen. Math. Ann. 122, 
167—174 (1950). 

Formal führt Verf. statt der Abschließung durch Endpunkte den-Endenverband ein. 
Für Räume: A ist der Verband der Teilmengen mit kompaktem Rand, / das Ideal der Mengen 
mit kompaktem Komplement, A/I ist der Endenverband. Für Gruppen: /* ist ein duales 
Ideal des Teilmengenverbandes mit I* I* C I*, I*—-!CI*; A besteht aus den Mengen «a mit 
akna' € I* für alle k € I* (a’ = Komplement von a); I ist das zu I* gehörige Ideal; A/I der 
Endenverband. Für topologische Gruppen: /* besteht aus den kompakten Teilmengen. Für 
diskrete Gruppen: Sein, SNa <S Mächtigkeit der Gruppe; I* besteht aus den Mengen, deren 
Mächtigkeit < N. ist. Inhaltlich geht Verf. über bekannte Tatsachen hinaus, indem er bei 
diskreten Gruppen die Forderung der Abzählbarkeit und bei abzählbaren Gruppen die For- 
derung des endlichen Erzeugendensystems fallen läßt. Für stark diskontinuierliche Trans- 
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ti en mit kompaktem Fun p 
en Endenverband. Der Endenverband unendlicher dis- 


G n enthält ©, 4 oder 
en Se unendlichen Normalteiler von endlichem Index aufweist. Im abelschen Fall 


ist die Anzahl unendlich dann und nur dann, wenn die Gruppe überab zählbar oder jede Unter- 
pre En endlich vielen Elementen endlich ist. [Vgl. hierzu H. Freudenthal, dies. 
Zbl.2, 56 und Commentarii math. Helvet. 1%, 1—38 (1945); H. Hopf, Commentarii math. 


Helvet. 16, s1—100 (1944).] H. Freudenthal. 
Zarankiewiez, Kazimierz: On the eategory of the set of eut points of continua 
of a eertain type. Czechosl. math. J. 1 (76), 57—62 (1951). 
Nach einigen Sätzen über Schnitt- und Endpunkte eines Kontinuums wird 
folgendes Hauptergebnis bewiesen: Jedes n-dimensionale Kontimuun © kann 
derart in ein n-dimensionales Kontinuum C* eingebettet werden, daß die 
Menge der Schnittpunkte von C* sowie ihre Komplementärmenge dicht in C* 
liegen ; ist die Menge der Endpunkte eines Kontinuums dicht, so ist ihre Komple- 
mentärmenge von erster Bairescher Kategorie. T. Ganea. 


Koseki, Ken’iti: Über die Begrenzung eines besonderen Gebietes. III. Japanese 


J. Math. 21, 131—144 (1951). 
[Teil II, Proc. Japan Acad. 21 (1945), 335—391 (1949).] Es sei r ein be- 
schränktes Kontinuum der Ebene, das die gemeinsame Begrenzung zweier 
Gebiete G, und @, bildet. Dann beweist Verf. u.a.: Die Menge der Punkte eines 
Primendes von @, ist entweder ein Häufungskontinuum in r oder besteht aus 
höchstens zwei unzerlegbaren Kontinuen oder aber aus einem unzerlegbaren 
Kontinuum und einem Häufungskontinuum in r. r besteht dann und nur dann 
aus höchstens abzählbar vielen Häufungskontinuen in r und aus unzerlegbaren 
Kontinuen, wenn r monostratique [vgl. C. Kuratowski, Fundamenta Math. 12, 
20—40 (1928)] ist. H. Terasaka. 


@ Newman, M. H. A.: Elements of the topology of plane sets of points. Cam- 


bridge: University Press 1951. VII, 124p. 27s. 6d. 

Ziel und Anlage des Buches sind dieselben geblieben wie bei der ersten Auflage (dies. 
Zbl. 21, 67). Über die wesentlichen Änderungen gibt das Vorwort Auskunft: ‚The contents 
of the former Part II have been rearranged, the ‚homology‘ theory of simply- and multiply- 
connected domains occupying Chapter VI, and the ‚homotopy‘ theory (paths and their 
deformations) Chapter VII. The treatment of homology on a grating has been modified so 
as to make clear the distinetion between chains and their point-set loci. The sections on 
boundary elements of domains, and on the connectivity of certain kinds of closed sets, have 
been omitted, and their place taken by a section on the orientation of plane curves. A number 
of topics, such as the properties of vector spaces of infinite dimension, the Jacobian theorems 
on implieit functions, and the Oauchy integral theorem (with one or more boundary curves), 
are treated as examples. — Notations are, on the whole, unchanged, except that in the algebra 
of sets the symbols U and N have replaced + and ., in accordance with current usage.‘ 

E. Pannwitz. 


Cogosvili, 6. 8.: Über die fundamentalen Homomorphismen der Dualität. 
Trudy mat. Inst. Razmadze 18, 1—52 und grusinische Zusammenfassg. $. 50 
(1951) [Russisch]. 


Verf. untersucht die Beziehung zwischen den Kohomologiegruppen eines Unterraumes 
AC R und denjenigen des Komplementärraumes B= R— A, die den Gegenstand des 
Dualitätssatzes von Alexander-Kolmogoroff (vgl. Alexandroff, dies. Zbl. 26, 270) bildet, 
unter allgemeineren. Bedingungen für R und A. Der genannte Dualitätssatz sowie seine von 
Alexandroff [Trans. Amer. math. Soc. 54, 286-339 (1943)] angegebene Verallgemeinerung 
bleiben ungeändert gültig, wenn man die lokale Bikompaktheit von R ersetzt durch die 
Forderung, daß Ain R bikompakt eingebettet ist (d.h. daß es zu jeder in A offenen Unter- 
menge O, von A, deren abgeschlossene Hülle bikompakt ist, eine in R offene Menge O mit 
bikompakter Hülle und On A=O, gibt). Ferner bleibt die genannte Beziehung ein Homo- 
morphismus H,, wenn R vollständig normal, A in R bikompakt eingebettet und der Rand 
von A in einer in R offenen Obermenge abgeschlossen ist. Unter den gleichen Bedingungen 
existiert auch ein zu H, dualer Homomorphismus H4 der Homologiegruppen. Weiter wird 
— z.T. unter engeren Voraussetzungen — der Zusammenhang von H4 mit gewissen natür- 


damentalbereich gilt die Isomorphie zwischen topo- | 


2 Elemente — das letzte dann und nur dann, wenn die | 


Fa „0 nn 
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lichen Homomorphismen zwischen den Homologiegruppen von A, Rand von A, A, B, offener 
Kern von B untersucht. — Zwei lokal-endliche Überdeckungen von R heißen äquivalent, 
wenn jedes Element der ersten nur endlich viele Elemente der zweiten schneidet und umge- 
kehrt. Auf diese Weise entsteht eine Klasseneinteilung aller lokal-endlichen Überdeckungen 
von R. Für jede solche Überdeckungsklasse läßt sich eine analoge Theorie entwickeln wie 
oben für die Klasse der endlichen Überdeckungen. — Die Ergebnisse dieser Arbeit bilden 
einen Teil der Diss. des Verf. (Mat. Inst. Akad. Nauk SSSR, Moskau 1945); für die übrigen 
Ergebnisse vgl. Verf., dies. Zbl. 42, 169. E. Burger. 


@ Borel, A.: Cohomologie des espaces localement eompaets, d’apres J. Leray. 
Zürich: Ecole polytechnique federale, S&minaire de Topologie algebrique 1951. 
95 p. sFr. 7,— [Hektogr.]. 

Es handelt sich um eine hektographierte Ausarbeitung des Seminars über algebraische 
Topologie, das Verf. im Frühjahr 1951 an der Eidgenöss. Techn. Hochschule in Zürich durch- 
geführt hat. Im ersten Teil dieses Seminars behandelt Verf. die Leraysche Cohomologie- 
theorie der lokalkompakten topologischen Räume (Cohomologie mit kompakten Trägern 
und mit Koeffizienten in einem Faisceau). ‚Le point central de cette theorie est un theoreme 
d’unieite, affirmant en gros que deux anneaux munis d’un operateur cobord attach6s A un espace 
ont des anneaux de cohomologie isomorphes lorsqu’ils verifient deux conditions qui s’avereront 
etre tres maniables. On verra que cet anneau de cohomologie est isomorphe & l’anneau de 
cohomologie de Cech-Alexander & supports compacts‘‘. Verf. behandelt zunächst denspeziellen 
Fall der konstanten Koeffizienten, um die wesentlichen Ideen schneller und klarer heraus- 
stellen zu können. Im zweiten Teil des Seminars behandelt Verf. die Leraysche Theorie der 
stetigen Abbildungen f eines lokalkompakten Raumes X in einen lokalkompakten Raum Y. 
Mit Hilfe der Theorie der Faisceaux wird jeder solchen Abbildung f eine Spektralsequenz E, 
von Algebren zugeordnet. Anwendungen auf gefaserte Räume folgen. Die Leraysche Theorie 
ist in den Seminaren von H. Cartan (dies. Zbl. 35, 246) weiterentwickelt und verallgemeinert 
worden. Die vorliegende Darstellung schließt sich den Lerayschen Arbeiten an (dies. Zbl. 38, 
363; 39, 191; 40, 100). — Inhalt: Cohomologie des espaces localement compacts, d’apres 
J. Leray. I. Notions algebriques. II. Les complexes. III. Letheoreme fondamental. — IV. Appli- 
cations et compl&ements. V. Les faisceaux. VI. L’algebre spectrale. — Theorie de Leray: 
Applications continues. VII. Algebre spectrale d’une application continue. VIII. Algebre 
spectrale des espaces fibres. IX. Applications aux espaces fibres (2. Majorations des nombres 
de Betti; caracteristique d’Euler-Poincare). 3. Fibre totalement non homologue & zero. 4. Co- 
eycles maxima et minima; fibration de l’espace euclidien. 5. Espaces fibres & fibres spheri- 
ques; suite exacte de W. Gysin. 6. Espaces fibres a bases spheriques; suite exacte de H.C. 
Wang. F. Hirzebruch. 


Eekmann, Beno: On complexes over a ring and restrieted cohomology groups. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 33, 275—281 (1947). 

Ist R ein Ring mit Einselement, so ist ein R-Komplex ein System von 
R-Moduln C,(n = —1,0,1,...) mit Berandungshomomorphismen von (, in 
On. Ist y eine feste Gruppe additiver Homomorphismen von R in eine Gruppe I 
(Koeffizientengruppe), so lassen sich neben gewöhnlichen (,-Ketten -be- 
schränkte (,-Ketten erklären, d.h. solche Abbildungen f*(ra,) (mit r aus R, 
a, aus C,) in I, welche als Funktionen von r zu y gehören. Azyklische R-Kom- 
plexe besitzen alsdann isomorphe Cohomologiesequenzen und gewisse isomorphe 
Cohomologiegruppen maximaler Dimension. Diese rein algebraischen Ergebnisse 
enthalten die analogen Aussagen über asphärische Räume als Spezialfälle. Er- 
gänzungen und vollständige Beweise sind einer weiteren Arbeit vorbehalten. 

K. Reidemeister. 

Chang, S. €. and J. H. €. Whitehead: Note on cobomology systems. Quart. 
J. Math., Oxford 1I. Ser. 2, 167—174 (1951). 

Chang hat (dies. Zbl. 41, 102) für A2-Polyeder (n > 2) neue numerische Invarianten, 
die Torsionskoeffizienten zweiter Stufe (secondary torsions), eingeführt, die zusammen mit 


den Bettizahlen und Torsionskoeffizienten den Homotopietyp des A3-Polyeders bestimmen. 
In der vorliegenden Arbeit definieren nun Verff. ähnliche numerische Invarianten (genannt 
Blockinvarianten) für ein beliebiges endliches Polyeder K. Auch hier geschieht die Defi- 
nition vermittels der Steenrodschen Quadrierungsoperation. Verff. untersuchen weiter den 
Zusammenhang zwischen den Blockinvarianten von K und denen von K” bzw. K„, wobei K” 
das n-Gerüst von K ist und X, aus K durch Zusammenziehung von K”-! auf einen Purkt 
entsteht. Unter Benutzung dieser Ergebnisse und der von Chang (l. c.) wird gezeigt, daß die 
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numerischen Invarianten von K die Kohomotopiegruppe n"t!(K) bestimmen, falls dimK = 

n+2(n>2) ist, und ebenso die Homotopiegruppe »+1(K), falls m(K) = 0 fur: 

n— 1(n>2) ist. E. Burger. 
Uehara, Hiroshi: On a homotopy elassification problem. Ködai math. Sem. 


Reports 1951, 7—14 (1951). 
Es werden die Homotopieklassen der Abbildungen eines n-dimensionalen, 


endlichen zusammenhängenden Polyeders X in einen bogenweise zusammen- 


hängenden topologischen Raum Y angegeben, wenn die Homotopiegruppen | 


r;(Y) für 1<ö<n verschwinden. Unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß 
auch m, (F) = 0 ist, wurde das Problem von S. Eilenberg mit Hilfe der Theorie 
der Hinderniskozyklen gelöst. Die gleiche Methode führt auch im allgemeinen 
Falle zum Ziele. Es spielen n-dimensionale Kozyklen auf X mit Koeffizienten 
aus r,(F) eine Rolle, doch müssen die Koeffizienten jetzt als lokales System 
im Sinne von Steenrod betrachtet werden. Das Problem wurde in Arbeiten, 
die dem Verf. nicht zugänglich waren, auch von P. Olum [Bull. Amer. math. 
Soc. 53, 922, 1132 (1947)], M.M. Postnikov (dies. Zbl.37, 101) und für den Fall, 
daß Y n-einfach ist, von 8. T.Hu [Sci. Record 2, 227—224 (1949)] behandelt. 
H. Seifert. 


Whitehead, George W.: A generalization ofthe Hopf invariant. Ann. of Math., 
II. Ser. 51, 192—237 (1950). 


Zunächst stellt Verf. die wichtigsten damals bekannten Operationen in Homotopie- 


gruppen (zum Teil in verallgemeinerter Form) und ihre gegenseitigen Zusammenhänge syste- 
matisch dar: Whitehead-Produkte [«, ß], Komposition «0ß, Verbindung (join), Hopfinvariante, 
Einhängung EZ, (Veraligemeinerung der) Hopf-Konstruktion [Hopf, dies. Zbl. 12, 319; 
Verf., Ann. of Math., II. Ser. 43, 634 (1942)]. Inzwischen sind hier natürlich mancheriei 
weitere Ergebnisse erzielt worden: vgl. insbesondere Blakers-Massey, dies. Zbl. 42, 173; 


46, 406; Ann. of Math., II. Ser. 58, 295-324; 409—417 (1953); Toda, dies. Zbl. 49, 129; - 
Proc. Japan. Acad. 29, 299—304 (1953); Serre, dies. Zbl. 46, 407; 52, 193; Barratt-Hilton, 
Proc. London math. Soc., III. Ser. 3, 430-—445 (1953); Hilton-Whitehead, dies. Zbl. 52, 


192; Samelson, dies. Zbl. 51, 139; Hilton, Proc. Cambridge philos. Soc. 50, 189—197 
(1954). — Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Konstruktion und Untersuchung 
eines Homomorphismus H:(8”) — m,(S?r—1) für r<3n— 3, der für r=2n—] mit 
der Hopfinvarianten identifiziert werden kann. Die Konstruktion von H beruht auf dem 


Satz: m(8” V 8”) = ,($") + r(8”) + mr (S2rt) für L<r<3n— 3, und dieser wieder | 


auf dem allgemeineren: m(A vB) ZEm(A) +m(B) + m+1ı(4AxB,AVB) für r>1. 


Dabei ist für beliebige topologische Räume A, Bmit A V B die Teilmenge Axb, U, XxB | 
von AX B (a,, b, fest) bezeichnet. Es werden eine Reihe interessanter Beziehungen zwischen 4 | 


und den übrigen Operationen bewiesen, von denen nur erwähnt seien: ein Ausdruck für H(y), 
wenn 9 durch eine Hopf-Konstruktion entsteht (wegen einer Vorzeichenkorrektur vgl. 
J.H.C. Whitehead, dies. Zbl. 5%, 192), die Formel H(EZ(a)) =0 (verschärft von Verf., 
dies. Zbl. 50, 175), das Rechtsdistributivgesetz (f, + ß,)oa=ß, 0a +, 0% -+[B,; ßz] °H (e). 
Inzwischen ist der Definitionsbereich von H von mehreren Autoren erweitert worden: für 


r= 3n— 3 bleibt die obige Formel für r.(8” V 8") und damit auch die Definition von H 


gültig (vgl. Blakers-Massey, dies. Zbl.42, 173, sowie das Buch von Hilton,dies. Zbl. 51,403), 
fürr =3n— 2 gilt eine ähnliche Formel für n,.($” V 8”), die wieder die Definition von H 
gestattet [vgl. Blakers-Massey, Ann. of Math., II. Ser. 58, 409—417 (1953)]. Insbesondere 
gilt auch für r <3n— 2 noch das obige Rechtsdistributivgesetz. Unter Benutzung der all- 
gemeineren Beziehung für z,(A V B) hat Hilton (dies. Zbl. 45, 120 und das obengenannte 
Buch) und desgleichen Toda (dies. Zbl. 48, 415; 49, 129) die Definition bis r <4n— 4 
ausgedehnt (sowie noch weitere Verallgemeinerungen angegeben) und die weitere Gültigkeit 
einer Reihe der obengenannten Beziehungen untersucht (vgl. Hilton, Proc. Cambridge 
philos. Soc. 48, 547—554 (1952); J. London math. Soc. 29, 165 —171 (1954)]. — Zur Unter- 
suchung der genaueren Beziehungen zwischen ZH und dem Kern von E verallgemeinert Verf. 
weiter die bei Freudenthal (dies. Zbl.18, 177) in analoger Weise benutzten Invarianten und 
untersucht ihre Eigenschaften. Dabei ergibt sich noch eine genaue Bestimmung des Kernes 
von BE: nan-ı(8”) > ”2„(8”Ft): Er wird von [, ı.] erzeugt (1. = Klasse der Identität), hat 
für gerades n unendlicheOrdnung, für ungeradesn dieOrdnungloder2, jenachdem Man+ı(Srtt) 
ein Element mit Hopfinvariante 1 besitzt oder nicht. Auch die Freudenthal-Invarianten sind 
inzwischen bei Hilton und Toda (l.c.) weiter verallgemeinert worden. — Verf. benutzt 
seine Ergebnisse insbesondere zum Nachweis der Nichttrivialität gewisser z,(8”), wobei 
diese aber in der Mehrzahl der betrachteten Fälle unmittelbar aus allgemeineren neueren 
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Ergebnissen von Toda (l. c.) und Serre (dies. Zbl. 48, 414; 50, 175; 5%, 193) folgt. Ferner wird 
bewiesen, daß die Gruppen rs+3(8**+2) (k > 0) keine Elemente mit Hopfinvariante 1 enthalten 
(vgl. hierzu noch Adem, dies. Zbl. 48, 170). Wegen einiger weiterer Anwendungen vgl. außer 
den schon genannten Arbeiten noch Verf., dies. Zbl. 3%, 397, und Sugawara, Math. J. Okay- 
ama Univ. 3, 11—21 (1953). E. Burger. 
|  Borel, Armand: Sur la cohomologie des vari6tes de Stiefel et de certains 
groupes de Lie. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 1628—1630 (1951). 
Borel, Armand: La transgression dans les espaces fibres prineipaux. ©.r. 
Acad. Sci., Paris 232, 2392—2394 (1951). 
Borel, Armand: Sur la cohomologie des espaces homogines des groupes de 
Lie eompaets. C.r. Acad. Sci., Paris, 233, 569—571 (1951). 
Voranzeigen von Ergebnissen, die inzwischen ausführlich publiziert wurden 
[vgl. Borel, Ann. of Math., II. Ser. 57, 115—207 (1953); Amer. J. Math. 76, 
273—342 (1954)]. E. Burger. 


Borel, Armand et Jean-Pierre Serre: Determination des p-puissances r6duites 
‚de Steenrod dans la cohomologie des groupes elassiques. Applications. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 233, 680—682 (1951). 

Voranzeige von Ergebnissen, die inzwischen ausführlich publiziert wurden 
(s#&l. Borel-Serre, dies. Zbl. 50, 396). E. Burger. 


Koseki, Ken-iti: Über die Homöomorphien der offenen Flächen. I. II. Mem. 
Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 75—94 (1950), 113—137 (1951). 

Diese aus zwei Teilen bestehende Arbeit schließt an den bekannten Kerek- 
järtöschen Satz über die Homöomorphie der offenen Flächen an (B. von Kerek- 
jartö: Topologie I, Berlin 1923) und stellt neue notwendige und hinreichende 
Homoömorphiebedingungen fest. Die interessanten Auseinandersetzungen des 
Verf. führen ihn auf eine große Reihe von Hilfssätzen, mittels derer er zu 
seinem Homöomorphiesatz gelangt. — In diesem, auf Homologie begriffen 
fußenden Satz nehmen anstatt des idealen Randes der Flächen die eindimen- 
sionale Zusammenhangsgruppe und ihre verschiedenen Elemente die zentrale 
Stellung ein. Nicht orientierbare Flächen werden in einer nächsten Arbeit in 
Betracht kommen. S. Stoilew (Bukarest). 


Dlitsch-Dajovitsch, Militza: Ein Beweis des Descartes-Eulerschen Satzes. Bull. 
Soc. Math. Phys. Serbie 2, Nr. 3/4, 39—40 und deutsche Zusammenfassg. 40—41 
(1950) [Serbisch]. 


Blanchfield, R. C. and R. H. Fox: Invariants of self-linking. Ann. of Math., 
II. Ser. 53, 556—564 (1951). 

& sei eine endliche Abelsche Gruppe, L(a, b) [a,b € ©] eine Abbildung von ® x © in 
die additive Gruppe der rationalen Zahlen mod 1 mit den Eigenschaften: 1. L(a,b+c)= 
L(a,b) + L(a,c), 2. L(a,b) = L(b,a), 3. zu jedem a = 0 gibt es wenigstens ein 5 mit 
L(a,b) #0. Wann sind zwei solche Abbildungen Z und M äquivalent, d.h. wann gibt es 
einen Automorphismus p von ©, so daß M(a, b) = L(p(a), p(b))? H. Seifert hat in seiner 
Arbeit über Verschlingungsinvarianten (dies. Zbl. 8, 181) diese Frage gestellt und ein — für © 
ungerader Ordnung vollständiges — Invariantensystem der Aquivalenzklassen angegeben. 
Vgl. auch die (im Literaturverzeichnis fehlende) Arbeit von E. Burger, dies. Zbl. 40, 102. — 
ao und bs (0(,0 =1,...,r) seien zwei r-tupel von Elementen aus &; dann bezeichnen wir 
die Matrix mit den Elementen L(ae, b,) mit A” (a, b). Ist © dargestellt als direkte Summe 
zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung und treten dabei genau r Summanden der 
Ördnung p® (p +2) mit den erzeugenden Elementen ao auf, so ist p’A”(a,a) =. A eine 


A 
ganzzahlige Matrix, |A|== 0 modp, und das Legendresche Symbol (=) ist eine Invariante 


der Äquivalenzklasse; das Seifertsche Invariantensystem besteht aus diesen Legendreschen 
Symbolen, gebildet für die p mit p #2. Verff. ersetzen dieses Invariantensystem durch ein 
gleichwertiges, das für praktische Rechnungen den Vorteil hat, daß es nicht auf eine spezielle 
Basis von ® zurückgreift., (v=]1,...,n) seien die Torsionskoeffizienten von O,antı=l1, 
tr+1|w. Fürl sro ist stets 7, 7, |A”(a, b)| eine ganze Zahl, die wir, falls ao = bo, 
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j j j imf Hi so gibt es r-tupel ao, für 
t Di”(a) bezeichnen. Ist p ein ungerader Primfaktor von %/7,+1, 80 81 5 
Ar aa O0 modp; sind ae, be zwei solche r-tupel, so gilt für die Legendreschen Symbole 


—_ us u. — zr(p), und die x,(p), genommen für r=1,...,n und alle ungeraden 
p 


p 
Primfaktoren p von W/t,-+1, aria: 
lassen sich ch die 4,(p) ausdrücken, und umgekehrt. — Die Arbeit schließt mit einem 
Hinweis auf die Möglichkeit, Verschlingungsinvarianten für beliebige Komplaea 
. Pannwilz. 


Theoretische Physik. 
Elastizität. Plastizität: 


© Lejbenzon, L. $S.: Gesammelte Abhandlungen. Bd.1I. Elastizitätstheorie. 
Moskau: Verlag der Akademie der Wissenschaften der UdSSR 1951. 468 S. 


R. 26,— [Russisch]. 

Der vorliegende erste Band enthält ausschließlich die der Elastizitätslehre gewidmeten 
Arbeiten des überaus vielseitigen, 1951 verstorbenen Forschers. Verschiedene dieser Arbeiten, 
in wenig zugänglichen Zeitschriften abgedruckt, sind seinerzeit der Aufmerksamkeit selbst 
russischer Fachkreise anscheinend entgangen. So findet man im Sammelband erstaunlich 
viele, später von anderen Forschern wiedergefundene, Lösungen theoretisch oder praktisch 
interessanter Probleme. — Bemerkenswert sind z. B. die Anwendung von Reihen über Bessel- 
funktionen zur Behandlung der dieken Kreisplatte unter achsensymmetrischer Oberflächenlast, 
die Richtigstellung der Grashofschen Lösung für das Problem einer durch mehrere Bolzen- 
reihen verankerten Platte, schließlich die Heranziehung von Kneserschen Ausdrücken für 
die Greensche Funktion zur Berechnung von Rechteckplatten (alles um 1916). Interessant 
ist die Benutzung von Lameschen Lösungen für diekwandige Gefäße als Ausgangspunkt 
für die Stabilitätsuntersuchungen der Zylinder- und der Kugelschale. Die Anwendung von 
Kugelfunktionen im letzteren Fall kommt der bekannten van der Neutschen Lösung dieses 


Problems um über zehn Jahre zuvor. Erwähnenswert ist noch die Anwendung des Iterations- 


verfahrens von Vianello auf ein Vibrationsproblem (1913), ferner eine Arbeit über die 
Knickfestigkeit vortordierter Stäbe (1914), ebenso die Anwendung der Rayleighschen Methode 
auf die Berechnung der Eigenfrequenz einer im Zusammenhang mit einer Wassermasse 
schwingenden Staumaner (1935). Viel Raum ist einer Übersicht über die z. Zt. existierenden 
Variationsmethoden, angefangen mit jener von Castigliano, gewidmet. Diese Arbeit ist 
durch zahlreiche Beispiele illustriert, die beinahe alle Gebiete der Elastizitätslehre umfassen. 
Darunter erscheint eine Untersuchung über den Torsions- und Biegewiderstand von Trag- 
flächen-Profilen bemerkenswert. S. Woinowsky-Krieger. 

@ Kammerer, A.: Les proprietes mecaniques des solides reels et la theorie de 
Pelastieite. (Actualit&s scientifiques et industrielles, no. 1161.) Paris: Hermann 
1951..132p. Er. 1125: 


Adadurov, R. A.: Der Spannungszustand in einer prismatischen, recht- 
eckigen Schachtel mit vier Gurten, die an den Stirnseiten belastet wird. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 407—410 (1951) [Russisch]. 


Jung, H.: Ein Beitrag zur Berechnung der Knicklasten. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 142—148 (1951). 

Zur Berechnung der Knicklasten gerader Stäbe wird die Methode der 
Fourier-Transformation herangezogen. Um alle Arten von Randbedingungen 
zu erfassen, braucht man die Unterfunktionen von Momenten-Singularitäten 
höherer Ordnung, für die sich einfache Ausdrücke ergeben. Das Verfahren läßt 
sich auch mit der Iterationsmethode zur näherungsweisen Bestimmung von 
Knicklasten kombinieren. Einige Beispiele zeigen den Rechnungsgang. 

K. Marguerre. 

Weidenhammer, F.: Kniekung elliptischer Ringe. Z. angew. Math. Mech. 31, 
329—331 (1951). 

Das Knickproblem der Ellipse unter Stützlinienlast führt auf eine Differen- 
tialgleichung mit veränderlichen Koeffizienten, deren Lösung für die geschlossene 


bilden das neue Invariantensystem. Die Seifertschen Invarianten 
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. Ellipse gewissen Periodizitätsbedingungen genügen muß. Die Lösung gelingt 
 näherungsweise durch einen Fourieransatz, der auf eine unendliche Determinante 
für den Eigenwert $ führt. Aus zwei- und dreireihigen Abschnitten dieser Deter- 
minante erhält man Näherungswerte für 8. Das Problem hat praktische Bedeu- 


tung für den Bergbau, wo es bei der Frage nach der Tragfähigkeit von Strecken- 
ausbauten auftaucht. K. Marguerre. 


Valeoviei, V.: Determination de la longuenr eritigue dans le flambage des 
eolonnes pesantes immergees dans un fluide. Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. 
Sti., Sect. Mat. Fiz. 3, 341—375, russische und französ. Zusammenfassen. 373—374, 
374—375 (1951) [Rumänisch]. 

En partant del’e&quation qu’il avait etablie anterieurement (ce Zbl. 43, 392) pour d6terminer 
les conditions de flambage d’une colonne verticale, pesante, immergee (1) T;(u) = Tz(u:), 
Tı(u) = S® (u)/C® (u) (i, 5 = 0,1), S(u), C(u) &tant un systeme fondamental de solutions de 
l’equation p’(u) + up(u) = 0, I’A. Etablit la formule ! = a-UW (u — u), a= Q(y — y’)/[B 
qui donne la longueur critique ! correspondant & une compression P = u: BU [(y — y’) 2, 
B= coefficient de rigidite, y, y’ = poids specifiques de la colonne et du fluide, 2 — section 
droite de la colonne. — A l’aide des derivees on demontre que T',(u) est une fonction croissante 
avec u dans l’intervalle [—- ©, +00] et 7',(u) est une fonction decroissante dans l’intervalle 
[— 0, 0] et croissante dans l’intervalle [0, + 00]. — En considerant les quatre cas de l’&quation 
(1),l’A. en donne la solution dans chacun des cas en utilisant les fonctions de Bessel de pre- 
miere et de troisieme espece, aux indices— 1/3, + 2/3; il arrive ainsi & des valeurs num&riques. 

Autoreferat. 

@ Novozilov, V. V.: Theorie der dünnen Schalen. Staatsverlag für Schiffs- 
bau 1951. 344 S. R. 20,— [Russisch]. 

Im vorliegenden Buch wird in vier Kapiteln die linearisierte Theorie der dünnen Schalen 
behandelt. Im ersten Kapitel werden, ausgehend von der Kirchhoffschen Hypothese, zu- 
nächst die Grundgleichungen für beliebige Schalen in Hauptkrümmungslinien als Koordinaten- 
linien recht anschaulich hergeleitet. Sodann geht der Verf. auf die Lösungsmethoden ein. 
Den ersten, in der Schalentheorie allgemein üblichen Weg, der von den Verschiebungsdifferen- 
tialgleichungen ausgeht, skizziert er nur ganz kurz. Eine eingehende Darstellung findet die 
in der Schalentheorie weniger bekannte zweite Methode, die darin besteht, daß die Gleich- 
gewichtsbedingungen für die Schnittkräfte durch die ebenfalls in den Schnittkräften geschrie- 
benen Verträglichkeitsbedingungen ergänzt werden. Damit erhält man für die Schnittkräfte 
ein System von sechs Differentialgleichungen achter Ordnung, welches durch Einführung 
von drei komplexen Schnittkräften und Vernachlässigung kleinerer Glieder auf ein angenähertes 
System von drei Differentialgleichungen vierter Ordnung zurückgeführt wird. Im zweiten 
Kapitel behandelt der Verf. die Membrantheorie der Schalen. Nach der Aufstellung der Be- 
dingungen für die Existenz des Membranspannungszustandes werden die üblichen rotations- 
symmetrischen, zylindrischen und die sphärischen Schalen mit symmetrischer oder anti- 
metrischer Belastung untersucht. Die beiden letzten Kapitel sind der Biegetheorie der zylin- 
drischen und der rotationssymmetrischen Schalen gewidmet. Bei der Behandlung dieser 
überaus schwierigen Probleme benutzt der Verf. die zweite Methode, wobei er von dem angenä- 
herten Gleichungssystem für die komplexen Schnittkräfte ausgeht, das noch durch die Be- 
ziehungen zwischen den Verschiebungen und diesen Schnittkräften ergänzt wird, was für die 
Formulierung der Randbedingungen notwendig ist. Der Rechenaufwand bei der Benutzung 
der zweiten Methode scheint nicht geringer zu sein, als bei der Behandlung der Probleme 
nach der üblichen ersten Methode. A. Kromm. 


Berio, Angelo: Applicazione del teorema del minimo lavoro allo studio delle 
volte-membrane staticamente indeterminate. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., 
Cl. Sei. mat. natur. 83, 297—310 (1951). 

Untersuchung von Gewölbe-Membranen (d. h. von belasteten elastischen 
krummen Flächen ohne Biegesteifheit) bei statisch-unbestimmter Auflagerung, 
wobei die statisch-unbestimmbaren Größen mit Hilfe des Prinzips der kleinsten 
Formänderungsarbeit nach Menabrea ermittelt werden. Bei der Formulierung 
werden die Bezeichnungen des invarianten Differentialkalküls verwendet. Anwen- 
dung auf kreiszylindrische Gewölbe mit verschiedenen Auflagerungen. Th. Pöschl. 

Berio, Angelo: Sulle equazioni di equilibrio e di congruenza delle piastre. 
Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 329—370 (1951). 

Verf. gibt eine Klassifikation der ebenen elastischen Platten je nach der 
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iehungen zwischen ihrer Dicke und der Größe der Deformationen, 
ir See senkrecht zu ihren Grenzflächen erleiden. Er unterscheidet 
infinitesimale, kleine (piecole) und endliche Dicken und jedesmal auch entspre- 
chende Deformationen. Durch Kombinationen dieser Annahmen mit Wieder- 
holung ergeben sich zwölf verschiedene Klassen von Platten, wobei jedesmal 
andere Formen der Plattengleichungen gelten. Von diesen Klassen werden einige 
näher ausgeführt. Th. Pöschl. 
= Savin, G.N.: Spanungskonzentration an Ausschnitten. Moskau-Leningrad : 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 496 8. R. 17,50 [Russisch]. 


{ber das wichtige Problem der Spannungskonzentration in der Umgebung der Hohl- 
räume und Ausschnitte (Kerbspannungen) hat es bis jetzt außer veralteten Büchern keine- 


zusammenfassende Darstellung gegeben. Diese fühlbare Lücke wird durch das ausgezeichnete 


h von Savin ausgefüllt. In dem vorliegenden Band werden die zweidimensionalen 
Er der Sn neo non an Ausschnitten (in Scheiben und Platten) be- 
handelt, für die entsprechenden räumlichen Probleme ist ein weiterer Band vorgesehen. Im 
vorliegenden Buch benutzt der Verf. die funktionentheoretische Methode von Kolosov- 
Muskhelishvili (s. N. Muskhelishvili, Some basis problems of the mathematical theory 
of elasticity, Groningen 1955), die in den 20er und 30er Jahren entwickelt wurde und 
zur Ausarbeitung allgemeiner Lösungsmethoden für ebene Probleme der Elastizitätstheorie 
geführt hat. Sie wird im 1. Kapitel des Buches von Savin kurz dargestellt. Über die einzelnen 
Probleme der Spannungskonzentration, die in dem Buch behandelt werden, geben die Über- 
schriften der folgenden Kapitel einen Anhaltspunkt: 2. Spannungsverteilung in ebenen iso- 
tropen Feldern, die durch einen Ausschnitt geschwächt sind. 3. Der Einfluß der Anisotropie 
des Werkstoffes auf die Spannungskonzentration an elliptischen und kreisförmigen Aus- 
schnitten. 4. Spannungskonzentration an kreisförmigen Ausschnitten im plastischen Bereich. 
5. Spannungskonzentration an Ausschnitten, die durch elastische Ringe ausgesteift sind. 
6. Spannungen an Ausschnitten in gebogenen Platten. 7. Biegung dünner Platten, die durch 
kreisförmige Ausschnitte mit angelöteten elastischen Ringen geschwächt sind. 8. Experi- 
mentelle Daten über die Spannungskonzentration an Ausschnitten und ihr Vergleich mit den 
theoretischen Ergebnissen. — Die Kapitel 2 bis 8 können im großen und ganzen unabhängig 
voneinander gelesen werden. Die einzelnen Probleme sind ziemlich gedrängt dargestellt. 
hinsichtlich der ausführlichen Herleitung wird auf die Originalarbeiten verwiesen, die zum 
großen Teil vom Verf. und seinen Schülern stammen und die zum Schluß des Buches in alpha- 
betischer Reihenfolge angeführt sind. Um aber auch unmittelbar dem praktischen In- 
genieur eine bequeme Handhabe zu geben, sind die wichtigsten Ergebnisse über die Span- 
nungskonzentration in Form einfacher Formeln, Kurventafeln und Tabellen dargestellt. 

A. Kromm. 
Cholmjanskij, M.M.: Zur Lösung der algebraischen Gleichungssysteme der 
Grundprobleme der ebenen Elastizitätstheorie und einiger Probleme der technischen 


Theorie der Verbiegung dünner Platten. Priklad. Mat. Mech. 15, 317—322 (1951) 
[Russisch]. 

Der Kreis werde auf ein gewisses Gebiet durch ein Polynom p-ten Grades konform 
abgebildet. Dann wird, unter den bekannten Einschränkungen für die Kontur, für dieses 
Gebiet die Lösung der ‚„‚Grundaufgaben‘‘ der ebenen Elastizitätstheorie und der Aufgaben 
der technischen Theorie der Verbiegung dünner Platten nach der Methode von Muschelisvili 
auf die Lösung eines komplexen Systems von p Gleichungen mit p Unbekannten zurück- 
geführt. Dieses System führt, je nachdem seine Determinante gleich oder verschieden von 
Null ist, zu einem System von u=2p — 2 oder u = 2preellen Gleichungen in wu Unbekannten 


n—j+1 

von der Form a;; X; + > a: X =b; j=1,2,...,u). Ziel dieser Note ist es, einige Ver- 
k=1 
ki 

einfachungen bei der Lösung dieses Systems anzugeben. Autoreferat. 


Langefors, B.: Struetural analysis of swept-back wings by matrix-transfor- 
mation. Svenska Aeroplan A. B., Techn. Notes 1951, Nr. 3, 72 p. (1951). 

Verf. überträgt Methoden, die für die Berechnung elektrischer Netzwerke 
entwickelt wurden, auf die Berechnung statisch überbestimmter Systeme, ins- 
besondere auf die Berechnung der elastischen Spannungen und Deformationen 
von Flugzeugflügeln. Ein erheblicher Teil der Rechenarbeit erscheint dann in 
Gestalt von Matrizenoperationen, wofür geeignete Methoden zur Verfügung 
stehen. Verf. gibt ausführlich an, wie die benötigten Matrizen zu gewinnen 
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sind. Für die Durchführung von Matrizenmultiplikationen mittels Lochkarten- 
maschinen wird ein Verfahren angegeben. A. Stöhr. 


Kacanov, L. M.: Die Stabilität der ebenen Form der Verbiegung jenseits der 
Elastizitätsgrenze. Priklad. Mat. Mech.15, 195—206 (1951) [Russisch]. 

Die Frage nach der Stabilität der ebenen Form der Verbiegung bei elastoplastischen 
Deformationen hat S.P. TimoSenko in seinem Buch ‚Stabilität elastischer Systeme‘‘ 
[Moskau 1946 (Russisch)] genau untersucht. Er empfiehlt, an Stelle des Elastizitätsmoduls 
den v. Kärmänschen Modul zu benutzen. Indessen ist dieses Verfahren, wie hier gezeigt wird, 
' nicht befriedigend. A. A. Il’jusin [Plastizität, Moskau 1948 (Russisch)] hat die Unzulässig- 
keit eines ähnlichen Verfahrens bei Aufgaben der Stabilität von Platten und Schalen jenseits 
der Stabilitätsgrenze nachgewiesen. — In der vorliegenden Arbeit wird die Frage nach der 
Stabilität der ebenen Form der Verbiegung jenseits der Elastizitätsgrenze, ausgehend von 
der Theorie der kleinen elastoplastischen Deformationen, untersucht. 

Aus der Zusammenfassung des Autors. 

Lepik, Ju. R.: Ergänzende Bemerkungen über die zylindrische Form des 
Stabilitätsverlustes von Platten jenseits der Stabilitätsgrenze. Priklad. Mat. Mech. 
15, 107—110 (1951) [Russisch]. 

Das Problem der zylindrischen Form des Stabilitätsverlustes einer rechteckigen Platte, 
die in der einen Richtung hinreichend lang ist und in der anderen Richtung gleichmäßig 
zusammengedrückt wird, ist von A. A. Il’juSin [Plastizität, Moskau 1948 (Russisch)] gelöst 
worden. S. M. Popov (dies. Zbl. 40, 110) hat dieser Lösung eine andere, für praktische Rech- 
nurgen bequemere Form gegeben. Beide Autoren gehen von der Voraussetzung aus, daß die 
plastischen Deformationen vor dem Stabilitätsverlust klein sind im Vergleich zu den elastischen, 
d.h. daß » klein gegen 1 ist. Es kann gezeigt werden, daß diese Voraussetzung überflüssig ist. 

Autoreferat. 

Ruppenejt, K. V.: Über die Gleichungen der Plastizitätstheorie für das axial- 
symmetrische Problem. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 557—560 (1951) 
[Russisch]. 

Cetaev, D.N.: Über die Schallausstrahlung dureh einen Kolben. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 813—816 (1951) [Russisch]. 

Schelkunofi, S. A.: Kirchhoff’s formula, its veetor analogue, and other field 
equivalence theorems. Commun. pure appl. Math.4, 43—59 (S107—S123) (1951). 

The author considers the field of a harmonie oscillator, acoustic or electro- 
magnetic, inside a truncated horn. He discusses, in veryreadable style, the limit- 
ations of approximate procedures of Kirchhoff type, expressing the field in terms 
of virtual sources over the whole or part of the horn. He recommends the use of 
various ‚„induction theorems‘‘, which in their precise form involve a Green’s 
function and virtual sources distributed over an ‚‚aperture surface‘; the field 
of these virtual sources can then be approximated to according to physical ideas. 


The special difficulties of the electromagnetic case are carefully discussed. 
F. V. Atkinson. 


Oniasvili, 0. D.: Über eine Verbesserung des Wertes für die Frequenz der 
Eigenschwingungen von Schalen. Soobsienija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 12, 
549555 (1951) [Russisch]. 


Unter einer Verbesserung der Eigenwerte der Schalenschwingungen versteht der Verf. 
die Berücksichtigung der Tatsache, daß diese Schwingungen nicht dehnungsfrei sind. Für 
den Sonderfall der kreiszylindrischen Schale ist das allerdings schon längst geschehen 
(s. W. Flügge, Statik und Dynamik der Schalen, Berlin 1934, 8. 227). In der vorliegenden 

' Arbeit werden die Eigenfrequenzen beliebiger Schalen untersucht. Dabei geht der Verf. 
von vereinfachten Grundgleichungen für flache Schalen aus und benutzt einen Lösungsansatz, 
der längs der Hauptkrümmungslinien (die wohl als Schalenränder zu denken sind) die Biege- 
momente, die Verschiebungen in Richtung der Schalennormale und des Schalenrandes und 
die Schnittkräfte normal zum Schalenrand zum Verschwinden bringt. Für die Eigenfrequenz N} 
erhält der’ Verf. eine in ? quadratische statt einer kubischen Gleichung, was wohl auf einen 
Fehler in der Ableitung der Frequenzbedingung zurückzuführen ist. Dementsprechend weichen 
die auf eine kreiszylindrische Schale spezialisierten Ergebnisse des Verfs. von den exakten 
Ergebnissen von Flügge ab, was außerdem noch darauf zurückzuführen ist, daß es unzulässig 

“ist, die für eine flache Schale gewonnenen Gleichungen für eine Vollschale ee 

. Kromm. 
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Hydrodynamik: 


Fil’cakov, P. F.: Hydrodynamische Bereehnung eines Dammes unter Vor- 


handensein von zwei Spunden ungleicher Länge. Ukrain. mat. Zurn. 2, Nr.& 
98—109 (1950) [Russisch]. 


‘Le caleul d’une digue, implantes sous un sol permeable, conduit l’A. & re- | 


’ i i ; k 
soudre un probleme de representation conforme sur un demi plan d’un domaine 


dissymetrique, polygonal, dont deux des cötes sont constitues par des coupures 


rectilignes. La formule de Schwarz-Cristoffel donne immediatement la solution 
indeterminee du problöme. L’A. caleule approximativement les parametres 
arbitraires de la formule en fonction des dimensions du polygone. La solution 
parait aussi complete que possible. J. Kravtchenko. 


Mandl, P. and J. R. Pounder: Wind tunnel interference on rolling moment 


of a rotating wing. Proc. II. Canadian math. Congr. Vancouver 1949, 164—169 


1951). 
2: wird das Geschwindigkeitsfeld bestimmt, das die freien Wirbel einer in einem kreis- 
förmigen Windkanal umlaufenden Luftschraube bzw. eines rotierenden Tragflügels in der 
Ebene der tragenden Linien induzieren. Dabei wird die Zirkulationsverteilung (/'(r)) als 
gegeben angesehen und schwache Belastung vorausgesetzt. Dann kann das gesuchte Feld 
aus dem Geschwindigkeitspotential ®, das weit hinter der Luftschraube herrscht, berechnet 
werden. Dort hat ® Schraubensymmetrie, genügt also der entsprechenden Laplaceschen Dif- 
ferentialgleichung, und macht an dem Orte der freien Wirbel Sprünge, die durch die Zirku- 
lationsverteilung gegeben sind. Weiter muß ® z. B. für einen offenen Windkanal auf einem 
gegebenem Radius R (Kanalradius) verschwinden. Für ® wird ein Ansatz in Form einer Fou- 


oo 
rierschen Reihe gemacht, wobei ein erster Anteil —/'(r) DI (-D)" sinnz O/an |z = Blatt- 
1 


zahl, /'(r) = 0, wenn r größer als der Luftschraubenradius r, ist] die Sprünge erfaßt. Für 
die Koeffizienten der dazugehörigen Korrekturentwicklung ergeben sich gewöhnliche Differen- 
tialgleichungen, deren homogener Anteil durch Besselfunktionen imaginären Arguments 
gelöst werden kann. Die Methode der Variation der Konstanten liefert dann bei Beachtung 
der Randbedingungen für r = 0 und r = R die Korrekturgrößen und damit ®. Führt man 
diese Rechnung auch noch für £ = oo durch, so liefert die Differenz A ® das Feld der gesuch- 
ten Windkanalkorrektur. Für kleine Werte von rs/R (rs = Luftschraubenradius) ergibt sich 
dabei volle Übereinstimmung mit Schmieden [C. Schmieden, Wiss. Veröffentl. Techn. 
Hochsch. Darmstadt, I (48), 30]. H. Söhngen. 


Avalisvili, L.I.: Die Fundamentallösungen der linearisierten Gleiehungen der 
instationären Bewegung einer zähen Flüssigkeit. SoobSöenija Akad. Nauk Gru- 
zinskoj SSR 12, 397—400 (1951) [Russisch]. 

Le systeme vectoriel de Navier-Oseen: 


(1) »AV — U) oVloa, — Vor = (e-)) gradp; divV — 0 


gouverne, comme on le sait, les &coulements lentement variables autour mouve- 


ment de translation, de vitesse U(t), suivant Ox,, des liquides visqueux (de 
densite o et de coefficient de viscosite cinematique »). Oseen a forme pour (1) 
les solutions fondamentales dans le cas partieulier U(t) = 0. En s’inspirant des 


calculs d’Oseen et de Dolidze, l’A. construit ces solutions fondamentales | 


DOUTI HA) 0. J. Kravtchenko. 


Prakash, Prem: On two-dimensional superposable motions. Ganita 2, 75—80 
(1951). 


Bemerkungen über die Möglichkeiten, Lösungen der Bewegungsgleichungen 


für zähe, homogene und inkompressible Flüssigkeiten zu überlagern. 


F. Riegels. 
Hansen, A. 6. and M. H. Martin: Some geometrical properties of plane flows. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 4%, 763—776 (1951). 
In einem Punkte der Strömungsebene einer idealen Flüssigkeit wird die geometrische 
Konfiguration untersucht, die die Tangenten an die Stromlinien, die Linien konstanten Druk- 
kes, konstanter Dichte, konstanten Geschwindigkeitsbetrages und konstanter Strömungs- 
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tichtung miteinander bilden. Darüber werden einige Theoreme bewiesen, von denen hier 
nur angeführt seien: (1) Die Tangenten an die Isobare in der physikalischen Ebene und die- 
jenige an die Stromlinie in der Hodographenebene stehen in entsprechenden Punkten auf- 
einander senkrecht. (2) Längs einer Linie konstanten Geschwindigkeitsbetrages schneiden 
sich d.e Machschen Linien und die Stromlinien unter einem konstanten Winkel. (3) Die Iso- 
baren und die Isoklinen bilden dann und nur dann ein orthogonales Netz, wenn die Strömung 
inkompressibel ist. (4) Im allgemeinen liegen in einem Punkte die Richtungen an die Isobare 
und an die Isokline in demselben oder in verschiedenen Quadranten, je nachdem ob die Ge- 
schwindigkeit in diesem Punkte unterhalb oder oberhalb der Schallgeschwindigkeit liegt. 
(5) In einer wirbelbehafteten, isoenerget'schen Strömung eines polytropen Gases haben die 
Keile, die von den Tangenten an die Stromlinie und die Linie konstanten Geschwindigkeits- 
betrages, bzw. von den Tangenten an die Linien konstanten Druckes und konstanter Dichte 
gebildet werden, ein Flächenverhältnis, das gleich dem adiabatischen Exponenten ist. — 
Außerdem werden noch einige geometrische Eigenschaften, dieM.J. Lighthill (dies. Zbl. 29, 
178) in einem Schallgeschwindigkeitspunkt für wirbelfreie Strömung bewiesen hat, auf eine 
wirbelbehaftete Strömung ausgedehnt. . H. Söhngen. 

Cabannes, Henri: Determination de ’onde de ehoe devant un obstacle de revo- 
lution lorsque la vitesse ä la pointe sur P’obstacle est subsonique. C.r. Acad. Sci., 
Paris 233, 354—356 (1951). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 10, 353) hatte der Verf. gezeigt, daß die 
Verwendung von Potenzreihenentwicklungen um die Spitze für einen gewissen 
Meachzahlbereich notwendig zu negativen Krümmungen für die Stoßwelle an 
der Spitze führt. In Ergänzung dazu wird nun gezeigt, daß dieses Paradoxon 
nicht einzutreten braucht, wenn man auch nichtanalytische Funktionen zuläßt. 

H. Söhngen. 


Cabannes, Henri: Etude de la courbure au sommet de Ponde de choe attach6e 
dans un &coulement de revolution. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 481—483 (1951). 

Betrachtet wird ein spitzer Rotationskörper mit einem an der Vorderkante 
anliegenden Stoß. Führt man Polarkoordinaten um die Vorderkante ein und 
macht für die Zustandsgrößen eine Potenzreihenentwicklung nach r, so stellen 
die Koeffizienten von r? eine bekannte Kegelströmung dar. Für die Koeffizienten 
von r ergeben sich Differentialgleichungen, deren Anfangsbedingungen durch 
die Stoßbedingungen festgelegt sind. Zieht man noch die Randbedingung am 
Körper heran, so erhält man eine Beziehung zwischen den Krümmungsradien 
des Körpers und des Stoßes an der Spitze. Insbesondere zeigt sich, daß wie im 


ebenen Fall auch hier negative Krümmungsradien eintreten können. 
H. Söhngen. 


E Cetaev, D.N.: Über den Widerstand einer rechteckigen Platte, die in einer 
Öffnung in einer ebenen Wand schwingt. Priklad. Mat. Mech. 15, 439—444 (1951) 
[Russisch]. 


Es wird ein mit idealer kompressibler Flüssigkeit gefüllter Halbraum z > O0 betrachtet, 
dessen steife Abschlußwand z — 0 eine Öffnung besitzt. In dieser Öffnung schwinge mit der 
Geschwindigkeit 2 = ve’®!, d.h. harmonisch, eine ebene Platte. Entsprechende stationäre 
Bewegungen der Flüssigkeit werden dann durch die Wellengleichung Ap+k®o=0 mit 
k = w/u (w = Fortschreitungsgeschwindigkeit der Wellen) beherrscht und die Amplitude 
des Flüssigkeitsdruckes auf die Platte in der Form F =vZ angeschrieben. Verf. drückt 
nun @ und sodann Z im wesentlichen in Form eines Konturintegrals aus. Die Ausführung 
der Integration für die rechteckige Begrenzung der Platte führt schließlich auf eine effektive 
Formel für Z, die hauptsächlich Si- und Ci-Funktionen der Plattenabmessungen enthält. 
Eine Zahlentafel illustriert den Widerstand einer Kreisplatte vom Halbmesser c im Vergleich 


zur gleich großen quadratischen Platte für verschiedene Werte kc. j | 
S. Woinowsky-Krieger. 


Elektrodynamik. Optik: 


e Rosenfeld, L.: Theory of eleetrons. (Selected Topics in Modern Physics. I.) 
Amsterdam: North-Holland Publishing Co. 1951. XV, 120 p.; 7,50 f. 

Das Buch hat etwa ein Drittel des Umfanges des bekannten von H.A. 
LorentzmitdemselbenTitel (Leipzig1906). (Der mathematische Anhang beschränkt 
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sich auf einen kurzen Hinweis auf moderne Notierung von Vektorgrößen, wie 
dyadisches Produkt, während der entsprechende Anhang bei Lorentz schon dem Um- 
fang nach die Hälfte des physikalischen Teils umfaßt!) Der Zweckist hier aber nicht, 
eine erschöpfende Beschreibung der elektrischen, magnetischen und optischen Eigen- 
schaften der Materie zu geben. Vielmehr wird hier sozusagen eın Gerüst auf- 
gestellt, das den physikalisch sicher fundierten Grundstock für fernere Studien 
abgeben soll. Das Buch ist aus Vorlesungen des Verf. für mittlere Semester hervor- 
gegangen und setzt eine gewisse Kenntnis in den Grundlagen der statistischen 
Beschreibung der Materie, in der analytischen Mechanik und der Maxwellschen 
Theorie des elektromagnetischen Feldes voraus; von der expliziten Handhabung 
der Quantenmechanik wird dagegen nicht Gebrauch gemacht, denn der Verf. 
formuliert die Probleme rein klassisch in einer Gestalt, in der der Übergang 
zur Quantentheorie durch geringe Modifikation meist nur der Interpretation 
vollzogen wird. Dadurch ist die Theorie der Metalle auch in ihren wesentlichen 
Grundzügen leider von der Darstellung ausgeschlossen. D. Lyons. 


Bechert, Karl: Ansätze zu einer nichtlinearen Elektrodynamik. Ann. der Physik, 
VI. F. %, 369—409 (1950). 


Aus der Inhaltsübersicht: Der „Elektronenradius“ r, kann aus den charakteristischen 
Größen e, mo, c der klassischen Elektronentheorie gebildet werden: r,—= e?/4r my c*. Daher 
hält es Verf. für grundsätzlich möglich, die Behauptung endlicher Ausdehnung elementarer 
Teilchen des Feldes mit klassischen Begriffen ohne Quantentheorie zu beschreiben. Aus der 
Kenntnis der Feldstärke für einen Zeitpunkt soll die ganze weitere Entwicklung des Feldes 
einschließlich der Teilchenbewegung folgen. Nach Lorentz sind die Teilchen Fremdkörper 
im Feld. Demgegenüber rechnet Verf. die Teilchen zum Feld. Eine besondere Rolle spielt 
in der in Rede stehenden Theorie der symmetrische Tensor Trn = Frı Frı — 4Örn Fis Fjis = 
Tar, Frı= —Fır, für den Verf. eine Reihe von Sätzen herleitet, die anscheinend weder 
inder Physik noch in der Mathematik bekannt waren. Bedeutet Vı die Vierergeschwindigkeit, 
so kann —T,ıVı als Ruhenergiedichte gedeutet werden. Für den Zusammenhang zwischen 
Viererstrom 5, und Spannungstensor gewinnt Verf. das lineare homogene System (*) 8,Tkn = 
B S;, worin B aus der Säkulargleichung | 7,» — B 6x„| = 0 hervorgeht. Als Feldgleichungen 
übernimmt Verf. die der Lorentzschen Elektronentheorie. Eine Rechtfertigung des Systems (*) 
fließt insbesondere aus dem Übergang d— c zur Lichtgeschwindigkeit. Das Feld der un- 
geladenen, mit Lichtgeschwindigkeit wandernden Teilchen ist die transversale Welle. Die 
Teilchen laufen in Richtung der Wellennormale, sie haben die Ruhmasse Null, ihr Impuls ist 
gleich ihrer Energie, geteilt durch c. Verf. gewinnt so alle Aussagen über Lichtquanten, die 
ohne das Plancksche h formuliert werden können. Auch ungeladene Teilchen mit Licht- 
geschwindigkeit sind in dieser Theorie zulässig. Ein geradlinig gleichförmig bewegtes Teilchen 
ändert seine Geschwindigkeit nicht ohne äußere Einwirkung. Weiterhin werden Lösungen 
der Feldgleichungen untersucht, insbesondere die radial-symmetrische, deren Ladung prak- 
tisch auf den Bereich r, zusammengedrängt erscheint und deren Feldstärke nur für rs, 
merklich von der Coulombschen abweicht. Während die strenge Lösung endliche Werte für 
Masse und Ladung liefert, würde eine Reihenentwicklung „nach r,“ divergente Ergebnisse 
für diese Größe geben. Dabei hat Verf. die Invariante C des Viererstioms proportional zu 
A=—YT,4Tnı gesetzt. Allgemeiner kann C proportional zu A” gesetzt werden. Davon unter- 
sucht Verf. insbesondere die Fälle n= ! und n= *. Zum Schluß wird für den Falln=1 


eine wellenmechanische Deutung gegeben. Darin erscheint bemerkenswert die praktische _ 
Beschränkung des Impulsspektrums nach oben. Die ganze Theorie ist lorentzinvariant. 
M. Pinl. 

Jaiswal, J. P.: A note on eleetromagnetie phenomena in gravitational fields. 
Ganita 2, 62—64 (1951). 

L’A. perfeziona un risultato di E.T. Whittaker, Proc. Roy. Soc. London, 
Ser. A 116, 720—735 (1927); 120, 1—13 (1928), concernente la determinazione 
del potenziale vettore elettromagnetico in un campo gravitazionale. 


@. Lampariello. 


Taniuti, Tosiya: On the Cerenkov radiation. Progress theor. Phys. 6, 207—215 
(1951). ; 

Der Verf. stellt die atomistische Behandlung des Brechungsindex in den Vordergrund. 
Aus dem Hamilton-Operator werden für die Fourier-Transformierten der halbphänomenologisch 
interpretierten Feldgrößen gekoppelte Oszillatorgleichungen hergeleitet, welche die Abhängig- 
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keit des Brechungsindex von den Atomfrequenzen liefern. Bei Eintritt eines Elektrons in 
das Medium ergibt sich die Cerenkov-Strahlung explizit als Ergebnis des unendlichen Prozesses 

_ von Polarisation und Rückwirkung auf das Eigenfeld des Elektrons. Der berechnete Energie- 
verlust stimmt im wesentlichen mit dem Ergebnis von Frank, Tamm überein, ebenso 
wie eine kurz angedeutete quantenmechanische Behandlung. D. Lyons. 


6 Baitig, A.: Theoretische Beiträge zur Untersuchung des Cerenkov-Eifektes. 
(Diss.) Tucumän: Universidad nacional del Tucumän, Publ. Nr. 591. 71 8. 
[Spanisch]. | 
Der Verf. diskutiert die Behandlung des Effektes durch Fourier -Entwicklung 

der Feldgrößen (Fermi, Frank, Tamm) sowie die Methode der elektrischen 


Bildladungen (Beck), mit deren Hilfe der Übergang des Öerenkov-Kegels in 
ein Medium mit anderer Dielektrizitätskonstante untersucht wird. Die Ergebnisse 
dieser Methoden werden verglichen mit einer quantenmechanischen Behandlung. 
Nach einer Diskussion der Rolle des Mediums bei Beschreibung des Effektes im 
_ Photonenbild wird der Hamilton-Operator in Diracscher Schreibweise angewandt. 
Es wird die Übereinstimmung der Ergebnisse hervorgehoben. D. Lyons. 


Mathews, W. E.: Transmission-line equivalent of electronic traveling-wave 
systems. J. appl. Phys. 22, 310—316 (1951). 

„Das Verhalten von langen Elektronenstrahlen bei kleinen Schwingungen kann durch 
die Ausbreitung von Raumladungswellen längs dieser Strahlen beschrieben werden. Dies 
legt die Vorstellung nahe, daß das Verhalten der Wanderfeldröhre, des Elektronenstrahl- 
verstärkers und des Multi-Resonator-Magnetrons nach der üblichen Theorie der Leitungen 
mit verteilten Konstanten beschrieben werden kann, wobei eine dieser Leitungen sich relativ 
zur anderen bewegt. Es wird gezeigt, daß diese Vorstellung in bestimmten einfachen Fällen 
sich aus den strengen Feldgleichungen ableiten läßt, indem die Stetigkeitsbedingungen der 
Felder an den zum Strahl konzentrischen Grenzflächen sich in bekannter Weise (J. A. Strat- 
ton, Electromagnetic theory, 1941, S. 354) auffassen lassen als eine Anpassungsbedingung 
für Wellen, die quer zur Strahlachse verlaufen. Der Verf. deutet diese als eine Erfüllung der 
Kirchhoffschen Gesetze für parallel miteinander verbundene Netzwerke und leitet daraus 
Ersatzschaltungen der üblichen Leitungstheorie ab, die der Kopplung des Strahles mit der 
Wand oder mit einem zweiten Strahl entsprechen. Es werden diese „Oberflächenleitwerte‘“ 
für eine idealisierte Spule der Wanderfeldröhre und für einen dünnen Elektronenstrahl ab- 
geleitet. W.O. Schumann. 


Millar, William: Some general theorems for non-linear systems possessing 
resistance. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 1150—1160 (1951). 


Verf. entwickelt für nicht-lineare Netze einige Extremalprinzipien, die einen mehr 
physikalischen Zugang zu den Problemen geben sollen als die übliche mathematische Analyse. 
Für einen allgemeinen Zweipol ist eine sehr allgemeine Strom-Spannungs-Beziehung durch 
fii, di/dt, d?i/di?,... v, dvjdt, d2v/dt?,...,t) = 0 gegeben, wo i die Ströme und v die Span- 
nungen an den Klemmen sind. Ein Netzwerk ist „nicht-reaktiv“, wenn keine Ableitungen 
nach der Zeit da sind, die Gleichung also f(i, »,t) = 0 ist. Für Netzwerke mit nur „nicht- 
reaktiven‘‘ Elementen ist in jedem einzelnen Zeitmoment eine Lösung in Ausdrücken von der 
Form nicht zeitabhängiger, „nicht-reaktiver‘‘ Elemente möglich (z. B. für Widerstände, 
die in ihrer Größe zeitabhängig sind), sie fallen im Prinzip unter die Gleichung f(i,v) = 0. 
Ein Element heißt ‚passiv‘, wenn die Strom-Spannungs-Charakteristik die (, v)-Achsen 
nirgends als nur im Ursprung schneidet, sonst wird es „aktiv‘‘ genannt. Ein „Generator“ 
ist ein aktives, nicht-reaktives Element, wo entweder i oder » in der Gleichung f(i, v) nicht 
vorhanden sind, d.h. praktisch „„Spannungsquellen‘‘ mit konstanter Spannung unabhängig 
vom Strom, oder „Stromquellen‘‘ mit konstantem Strom unabhängig von v. Generatoren 
gehören zu den Elementen des Netzwerks. Ein passives nicht-reaktives Netzwerk enthält 

nur passive nicht-reaktive Elemente. Wenn zwei Knotenpunkte dieses Netzwerkes als Ein- 
gangs- und Ausgangsklemmen angesehen werden, kann das ganze Netzwerk zwischen diesen 
Klemmen als ein Element mit eigener passiver nicht-reaktiver Charakteristik angesehen wer- 
den. — Es wird zunächst von dem Theorem der minimalen Wärme von Maxwell (1873) 
für lineare Stromkreise ausgegangen, nach dem nur solche Stromverteilungen mit den Kirch- 
hoffschen Gleichungen vereinbar sind, welche ein Minimum der Größe (W — 2P,) ergeben 
(W totale Leistung, verbraucht in den Widerständen, P, totale Leistung, die von den „Span- 
nungsquellen“ abgegeben wird). Hat das System nur „Stromquellen“, so ist die entwickelte 
Wärme ein Extremum (Minimum). Sind m voneinander unabhängige Ströme i, vorhanden, 
so ergeben die m Gleichungen 9(W — 2P,)/öi,=0, r=1, 2,...,m, die Stromverteilung. 
" Kirchhoffs Knotenpunktsgleichung für ö ist durchweg beachtet, aber das Spannungsgesetz 
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%» = 0 für die Maschen wird verletzt bei der Variationsbildung. Die duale Fassung beachtet 
durchweg die Maschengesetze der Spannungen, aber verletzt das Knotenpunktsgesetz des 
Stromes. Die extreme Größe ist jetzt (W — 2Pı), wo Pı die Leistung der Stromquellen ist. 
Wenn n generalisierte, voneinander unabhängige Spannungskoordinaten »; vorhanden sind 
(z.B. Knotenpunktsspannungen gegen einen willkürlich festgelegten), so gelten jetzt die 
n Gleichungen 9(W — 2Pı)/0v; = 0, welche den Zustand des Netzes bestimmen. Für nicht 


%ı v 
lineare Netze werden die Begriffe „‚content“, @ = fvdi und „‚co-content“ J = [id ein- 
Ö 


geführt. Für ein passives Element sind dies die Flächen, welche die Charakteristik mit der 
Achse bzw. mit der v-Achse einschließt. In diesem Fall ist der gesamte Energieverbrauch 


W=iu,=@+ J. Für ein „lineares passives“ Element speziell ist f#,0)= Ri —v,woR! 


der „‚Widerstand‘‘ des Elements ist. Dann ist € = J = W/2 für alle Strom- und Spannungs- 
werte. Für eine „Spannungsquelle“ ist @= — P,, wenn P, die von der Quelle abgegebene 


Leistung ist. Ähnlich ist für eine „Stromquelle‘ J= — P;. Im ersten Fall hat J, im zweiten | 


@ keine Bedeutung. — Für diese Begriffe werden mit Hilfe der Kirchhoffschen Gleichungen 


4 Theoreme abgeleitet: I und III: Der co-content (content) eines 2poligen Netzwerkes ist 
die Summe der co-contents (contents) der das Netzwerk bildenden Elemente. II und IV: | 


Wenn in einem aktiven, nicht reaktiven Netzwerk die Summen @(J) der contents (eo-contents) 
aller vorhandenen Elemente ausgedrückt wird durch die bestimmte Zahl der generalisierten 


Strom- (Spannungs-) Koordinaten des Netzes, die lediglich den Beschränkungen von Kirch- 


hoffs Knotenpunkts-Strom- (Maschen-Sparnungs-) Gesetzen genügen müssen, so ist @(J) 
extremal für die wirkliche Verteilung der Ströme (Spannungen). — Als Beispiel wird der 
„‚scale-of-two“-Stromkreis (rückgekoppelte Doppeldiode für Zählzwecke) als Zweipol behandelt, 
der von einer „Spannungsquelle“ in Reihe mit einem Widerstand gespeist wird. Es ergibt 
sich, daß die graphisch gewonnenen J (v)-Kurven, J = J, + J,, wo J, für die Zählschaltung 
und J, für die speisende Batterie mit Widerständen gilt, dort Extrema (Minima) haben, wo 
die möglichen Werte der Spannung v am Eingang des Zweipols liegen. Schließlich wird für 
Netzwerke, die auch Reaktanzen enthalten, wo also in den Gleichungen auch di/dt, d’i/dt?... 
auftreten, aber nicht die Zeit explizit, also keine zeitveränderlichen Elemente, für Übergangs- 
zustände von i,, v, auf i,, v, gezeigt, daß der totale ‚content‘ @ bzw. „‚co-content‘‘ J des Netzes 


(inclusive der Werte für eventuelle ‚‚„Generatoren‘‘) während des Übergangs konstant bleibt, - 


d@/dt = 0, dJ/dt = 0. Dieses Theorem ist z. B. sehr nützlich zur Bestimmung der zeitlichen 
Verläufe nach einer plötzlichen Änderung in einer ‚‚Strom-‘“ oder einer „„Spannungsquelle“ 
oder einem in Kapazitätselement. W.O. Schumann. 


Niessen, K. F.: Nodal planes in a perturbed cavity resonator III. Appl. sci. | 


Research, Bl, 284-298 (1950). 

In diesem III. Teil behandelt der Verf. solche Eigenschwingungen eines 
deformierten Quaders, die von vornherein zwei Knotenflächen besitzen, aus- 
gehend von einer Feldverteilung für die Grundschwingung E% = sin (27 yJa) X 
sin(27 2/a) (x-Richtung ist Richtung der Achse des Quaders) im ungestörten 
quadratischen Quader von der Seitenlänge a. Hier sind y=aj2 und z=a/2 
die beiden Knotenebenen. Im II. Teil (dies. Zbl. 45, 279) waren Schwingungen 
mit nur einer Knotenebene behandelt worden, z. B. E% = sin (2x yJa) sin (r zla). 
Im Gegensatz zu diesem Fall in Teil II ergibt sich jetzt nur eine Lösung des 
Problems für den deformierten Quader, bei dem eine Seitenfläche um den kleinen 
Winkel ö um eine Vertikalkante des Quaders verdreht ist, und eine zugehörige 
Wellenlänge 7=1a]2-+1öa]2. Die beiden Knotenflächen (die jetzt 
zeitlich festliegen) gehen je von einer Quaderwand zur seitlich benachbarten 
und schneiden sich nicht. Die Quaderachse y = z = a/2 gehört zu keiner Knoten- 
linie, d. h. es existiert dort eine endliche Feldstärke E,. Durch einen metallischen 
Stab, der die Mittelpunkte der Quadrate, y=2z=aj2, oben und unten mit- 
einander verbindet, kann man diese Schwingungen des gestörten Hohlraumes 
unterdrücken. Will man umgekehrt die Schwingung erregen, die bei nicht defor- 
miertem Hohlraum dem Verlauf E2 = sin(2x yJa) sin (2x z/a) entspricht, und 
will Schwingungen geringerer Frequenz vermeiden, so genügt es, ein oder zwei 
metallische Stäbe zwischen Unter- und Oberfläche anzubringen, die in der 
Knotenfläche dieser Schwingung liegen, bei y= a2, z=aj2 +0,33 a, 
y=a/l2, z=al2 — 04a. W.O. Schumann. 
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| Miller, William: Effeetive earth’s radius for radiowave propagation beyond 
the horizon. J. appl. Phys. 22, 55—62 (1951). 

Brechovskich, L. M.: Die Beugung elektromagnetischer Wellen an einer un- 
gleichmäßigen Oberfläche. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 1023—1026 
(1951) [Russisch]. 

Verf. betrachtet eine ebene Welle, die auf eine unebene, wellige Fläche fällt und senk- 
recht zu ihrer Einfallsebene polarisiert ist (9 = 9, = 0). Die Welligkeit der reflektierenden, 
annähernd ebenen Fläche wird nach beiden Richtungen (&- und y-Richtung) als periodisch 
vorausgesetzt, und zwar mit gleicher Periode. Zur Berechnung der Beugung wird der Greensche 
Satz benutzt, wobei d’e Integration über die ganze Fläche erstreckt wird. Es wird voraus- 
gesetzt, daß die ebene Fläche unendlich gut leitend sei, so daß das aus einfallender und reflek- 
tierter Welle resultierende & parallel der Flächennormale ist, wodurch sich die Formel des 
Greenschen Satzes vereinfacht, da das Glied [[En] grad] (mit = e'*R/R) verschwindet. 
Ferner wird angenommen, daß die Vektoren & und 9 in jedem Punkte der reflektierenden 
Ebene denen gleich sind, die man bei Anwendung der gewöhnlichen Reflexionsgesetze erhält. 
Es werden so Ausdrücke für C,, &,, €, gefunden, ausgedrückt durch Integrale, die von 9 
und deren Ableitungen nach den entsprechenden Koordinaten ®, %, z sowie von 9%), ferner 
den Wellenzahlen kz, k, abhängen. Es wird dann als einfallende Welle eine Kugelwelle — dar- 
gestellt durch Überlagerung ebener Wellen verschiedener Richtung — genommen. Die in 
&,, &,, €; noch auftretende, die Welligkeit (Berge und Täler) der reflektierenden Ebene 
(Fläche) angebende Größe Z (parallel der Ebenenormale) beeinflußt die Phasen der reflek- 
tierten, sich überlagernden ebenen Wellen und wird als periodisch mit den Wellenlängen A., 
Ay angenommen. J. Picht. 

Labus, J.: Raumladungseffekte in HF-gesteuerten Elektronenströmungen. 
Ann. der Physik, VI. F. 9, 6—18 (1951). 

Es wird nach der Methode der kleinen Schwingungen die Bewegung eines 
Elektronenstrahles untersucht, wobei auch die stationäre Raumladung durch 
die Elektronen, die schon ohne Schwingungen vorhanden ist, mit berücksichtigt 
wird. Es zeigt sich, daß mit wachsender stationärer Raumladung die Phasen- 
fokussierung günstig beeinflußt wird, im Gegensatz zu den dynamischen Raum- 
ladungswirkungen, die die Phasenfokussierung (Bildung von Elektronenver- 
dichtungen) verringern. W.O. Schumann. 

Fürth, R.: Space-charge distribution, charaeteristie, and eurrentfluetuations 
in „double diodes‘“. Proc. phys. Soc., Sect. B 64, 404-412 (1951). 

Es wird die Verteilung von Potential und Raumladung in Doppeldioden, 
d. h. Dioden mit zwei ebenen parallelen Glühelektroden, nach den Methoden der 
statistischen Mechanik abgeleitet. Zuerst für Röhren im thermodynamischen 
Gleichgewicht und dann angenähert erstens für den Fall einer von außen angelegten 
Spannung und zweitens für Elektroden von etwas verschiedener Temperatur. 
Die Abhängigkeit des Stromes von der Spannung im ersten Fall bzw. von der 
Temperaturdifferenz der Elektroden im zweiten Fall wird berechnet. Schließlich 
wird ein allgemeiner Ausdruck für die Stromschwankungen (Geräusch) angegeben 
und diskutiert. W.O. Schumann. 

Bergner, Ju. K.: Zur Theorie der Schwingungen von Elektronenströmen in 
Wechselwirkung. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. Ser.78,435—438 (1951) [Russisch]. 

Es wird der Einfluß der Wärmebewegung der Elektronen bei dem Problem der Er- 
zeugung angefachter Wellen durch die Zusammenwirkung mehrerer Blektronenstrahlen 
mit den mittleren Geschwindigkeiten vw, diskutiert. Es wird eine Verteilungsfunktion der 
'Elektronendichten um die mittlere Geschwindigkeit herum eingeführt. Die Differential- 
gleichung der Verteilungsfunktion wird mit Hilfe der Laplace-Transformation für die Koor- 


oo 
dinate x umgeformt, um damit die Größe y der Transformation, z.B. x(y) = if e=7* o(a) de, 
° 0 


für die Potentialfunktion zu bestimmen, deren reeller Teil die Anfachung der Wellen bestimmt. 
Für den Fall der Vernachlässigung der thermischen Bewegung wird daraus die Anfachungs- 
stärke |Re(y)| beim Vorhandensein zweier Strömungen als Funktion der Frequenz w disku- 
tiert. Die Anfachungskurve beginnt mit © = 0 von Null an anzusteigen, erreicht ein Maxi- 
_mum und geht bei einem bestimmten Wert von ® wieder durch Null. Für jeden Parameter 


e=P+1/ß; P= (wsı/u,) (®s2/%,) 
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(©s1, @sg Plasmaresonanzfrequenzen der beiden Strahlen, %, %, Strahlgeschwindigkeiten) 
existiert eine besondere Kurve. Das absolute Maximum des Exponenten der Anfachung | 
tritt bei o= 2, = 1 auf, bei der Frequenz ©, — 4; %,/(t, — u}) v3, und hat den Wert 0,5. 
Für große ®, wird allgemein (4, — %,)/(ü + %,) < 1. — Damit thermische Bewegungen keine 
störenden Schwankungen von ®y erzeugen, soll die thermische Geschwindigkeit der Elektronen 
vr < (u, — u,)/2 sein. Nach einer Diskussion der Halbwertsbreite der Schwingungen, die 


mit wachsendem //A (l Länge des Raumes der Wechselwirkung, 4 = 27/VB) erst rascher und 
dann langsamer abnimmt, wird festgestellt, daß die Bedingung (u, — u)/vr > 1 Störungen 
durch thermische Bewegungen der Elektronen ausschließt. W.O. Schumann. 


Motz, H.: Applications of the radiation from fast eleetron beams. J. appl. 
Phys. 22, 527—535 (1951). 

Der Verf. diskutiert die Möglichkeit, mit Strahlen hoher Elektronengeschwindigkeit 
durch periodische Längs- und Querbeschleunigungen elektromagnetische Wellen im mm- 
Gebiet zu erzeugen. Es ergibt sich, daß nur eine Querablenkung und nur durch magnetische 
Felder, die abwechselnd in verschiedener Richtung verlaufen, eine genügende abgestrahlte 
Energie geben kann. Die maximale Frequenz wird in der Bewegungsrichtung der Elektronen 
ausgestrahlt. Sehr wichtig ist die Frage der Kohärenz, da bei kohärenter Strahlung N Elek- 
tronen das N®-fache, dagegen bei inkohärenter Strahlung nur das N-fache der Strahlung eines 
Elektrons geben. Der Strahl muß also in bunches (Klumpen) zerlegt werden, wobei die Klum- 
pen vom Empfangssystem gesehen kürzer sein müssen als die halbe Wellenlänge der empfan- 
genen Strahlung, und möglichst gleiche Geschwindigkeit haben sollen. Das erscheint bei 
mm-Wellen gerade noch möglich. Ist die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Pole ent- 
gegengesetzten Vorzeichens im magnetischen Ablenksystem gleich 1 cm und das ablenkende 
Magnetfeld 15000 Gauß, so ergibt sich folgende Tabelle: 


Strahlenergie Inkohärent Minimale 
MeV Strahlstrom gestrahlte Leistung Wellenlänge 
1000 1uA 2,8 mW 25Ä 
100 100 uA 2,8 mW 2500 Ä 
10 10 mA 2,3 mW 2,5 - 10° cm 


Gelingt es, diesen Strahl zu „bunchen‘, z. B. alle Elektronen je mm Strahllänge auf die Hälfte 
dieser Länge zu bringen und alle mm einen solchen Klumpen zu erzeugen, so steigt die ge- 
strahlte Leistung von 1,2 .10-3W auf 2,4 . 10°W, und die in einem Band von 10% Frequenz- 
abweichung unter einem bestimmten Winkel abgestrahlte Leistung ist !/s, der oben an- 
gegebenen gesamten abgestrahlten Leistung. W.O. Schumann. 

Twiss, R. Q.: On oseillations in eleetron streams. Proc. phys. Soc., Sect. B 64: 
654—665 (1951). 


Relativitätstheorie: 


Thiry, Yves: Etude mathömatique des &quations d’une th6orie unitaire A quinze 
variables de champ. J. Math. pur. appl., IX. Ser. 30, 275—396 (1951). 

Aus der Forderung, daß sich die Bewegung geladener Massenpunkte im kom- | 
binierten Gravitations- und Maxwell-Feld als geodätische Linie in einer geeigneten | 
Metrik darstellen läßt, wird eine fünfdimensionale Formulierung der allgemeinen | 
Relativitätstheorie einschl. Elektrodynamik gewonnen, die sich nach Einführung 
der Zylinderbedingung im wesentlichen als mit der von O. Klein gegebenen 
identisch erweist, jedoch infolge Verzichts auf eine weitere Zusatzbedingung die 
Gravitationskonstante als 15. Feldgröße enthält. Die Feldgleichungen sind mit | 
den unabhängig von Jordan aus der fünfdimensionalen projektiven Formulierung | 
gefundenen identisch. Die mathematische Kohärenz der vorgeschlagenen Theorie | 
wird untersucht.  @.Lüders. | 

Giao, Antonio: Quelques problemes de physique theorique. Gaz. Mat., Lisboa 
12, Nr. 50, 57—67 (1951). | 

L’A. applique la thöorie unitaire qu’il a anterieurement developp&e (en parti- 
culier ce Zbl. 43, 210) & l’ötude de probl&mes varies: calcul d’une masse propre 
du photon en liaison avec la constante cosmologique; analyse du „‚champ &lectro- 
magnetique generalis6‘‘ de sa theorie represent& par un systeme &3 indices F';, pour 
lequel F}, (x? variable temporelle) correspond au champ classique pour une mötrique 
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_ externe stationnaire ;etude d’une solution de l’&quationdeSchwinger-Tomonaga; 
 complement & l’etude des champs magnötiques stellaires [Gaz. Mat., Lisboa 34, 
- 9—12 (1947) et 35, 10—12 (1948)] pour expliquer le champ & variation p6&riodique 
recemment publi& par Babcock. A. Lichnerowiez. 


Takeno, Hyöitirö, Mineo IKeda and Shingo Abe: On solutions of new field equa- 
tions of Einstein and those of Schrödinger. Progress theor. Phys. 6, 837—848 (1951). 

Die Feldgleichungen der Einsteinschen und Schrödingerschen Erweiterungen 
der allgemeinen Relativitätstheorie werden spezialisiert für den statischen 
kugelsymmetrischen Fall. Während im allgemeinen die Auflösung der Bedingung 
verschwindender kovarianter Ableitung des metrischen Fundamentaltensors 
nach den Zusammenhangsgrößen eindeutig möglich ist, kann ein ausgearteter 
Fall angegeben werden, bei dem diese eindeutige Auflösung nicht gelingt. Unter 
spezialisierenden Zusatzbedingungen werden Lösungen der Feldgleichungen für 
beide Fälle mitgeteilt. @G. Lüders. 


Trkal, V.: General Lorentz transformation of Dirae’s wave funetion. Acad. 
Tceheque Sci., Bull. internat., Cl. Sci. mat. natur. med. 50 (1949), 407—425 (1951). 

Brdiöka [Acad. Teheque Sci., Bull. internat., Cl. Sci. math. natur. med. 
51 (1950) (1952)] hat die Transformationsmatrix A für die Eigenfunktionen der 
Diracschen Theorie des Elektrons bei einer allgemeinen Lorentztransformation 
bestimmt, aber unter Voraussetzung einer einfachen speziellen Form der Dirac- 
matrizen y‘. Verf. gibt die Lösung dieses Problems für eine beliebige Wahl der 
Diracmatrizen. Er findet unendlich viele, einander äquivalente Lösungen, unter 
denen sich gewisse durch ihre relative Einfachheit auszeichnen; eine dieser ein- 
fachen Lösungen ist gerade die von Brdiöka. W. Kofink. 


Ivanenko, D. D. und A. M. Brodskij: Strahlungsdämpfung durch Gravitation: 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 75, 519—522 (1950) [Russisch]. 

Es wird die klassische Bewegungsgleichung eines punktförmigen Teilchens 
aufgestellt unter Berücksichtigung seiner Selbstwechselwirkung über das Gravi- 
tationsfeld. Wie in der Elektrodynamik ergeben sich ein divergierender Selbst- 
energieterm und endliche Terme, die von den höheren Ableitungen der Geschwin- 
digkeit abhängen. Zur Berechnung wurde die Näherung schwacher Felder ver- 
wendet, in denen die Gravitationsgleichungen linear werden. W. Macke. 


@ Synge, J.L.: The relativity theory of A. N. Whitehead. (Mimeographed Notes.) 
(Institute for Fluid Dynamics and Applied Mathematics, Lecture Series Nr. 5.) 
College Park: University of Maryland 1951. 51 p.; 1,40 dollars. 


Anderson, James L. and Peter G. Bergmann: Constraints in covariant field 
theories. Phys. Review, II. Ser. 83, 1018—1025 (1951). 

Das Verhalten von Nebenbedingungen und Erhaltungssätzen wird untersucht 
bei Feldtheorien, die aus einem Variationsprinzip herleitbar sind und in eine ka- 
nonische Form gebracht werden. W. Macke. 


Nadi, Mohamed El: The wave equation in a generalized Riemannian space. 
Proc. math. phys. Soc. Egypt. 4, Nr.3, 33—39 (1951). 

Die Diracgleichung eines Teilchens wird abgeleitet, welches sich in einem 
Raume mit verallgemeinerter Riemannscher Metrik g,, dx" da” +2/„d«"ds — d?=0 
bewegt. Eigentümlicherweise erscheint in der Endgleichung die Wechselwirkung 
mit dem elektromagnetischen Feld zweimal, nämlich sowohl in der Diracschen 
als auch in der nichtrelativistischen Form. W. Macke. 


Maravall Casesnoves, Dario: Die Struktur der axialsymmetrischen Medien in 
der allgemeinen Relativitätstheorie. Anwendung auf die Milchstraßensysteme. 
Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 11, 277—287 (1951) [Spanisch]. 

Während bislang die Arbeiten über die allgemeine Relativitätstheorie meist 
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konzentriert waren auf die Behandlung kugelsymmetrischer Probleme, setzt sich 
der Verf. hier mit axialsymmetrischen Problemen auseinander. Behandelt werden 
a) die ideale Flüssigkeit, b) freie Teilchen und e) das Vakuum. W. Macke. 


Quantentheorie: 


e March, A.: Quantum mechanies of partieles and wave fields. New York: 
Wiley 1951. X, 292 p.; 5,508. 

Verf. stellt sich in diesem Werk die beinahe unlösbare Aufgabe, die moderne Atomtheorie, 
ausgehend von der Unsicherheitsrelation, in ihren verschiedenen Formulierungen — Wellen- 
mechanik, Matrizenmechanik, relativistische Quantentheorie der Wellenfelder und Elementar- 
teilchen (einschließlich des Diracschen Elektrons) — in einer auch für den Anfänger ver- 
ständlichen Weise darzustellen. Die Zusammenhänge der modernen Theorie mit der klas- 
sischen Physik werden hierbei ebenso besprochen, wie mit der alten Bohrschen Theorie. — Mit 
altbekannter Klarheit und doch in einer knappen, jede Weitschweifigkeit vermeidenden, 
aber auch für den Anfänger voll verständlichen Darstellung bespricht Verf. die folgenden Stoff- 
gebiete: I. Wellenmechanik des Einzelteilchens (u. a. de Broglieformel, Übergang zur klas- 
sischen Physik, die ,„Akausalität‘‘). II. Wellenmechanik stationärer Zustände (u. a. Zusammen- 
hang mit der Bohrschen Theorie, Erwartungswerte, Transformationstheorie, harmonischer Oszil- 
lator, Wasserstoffproblem). III. Matrizenmechanik (u. a. Einführung in die Matrizenrechnung, 
Vertauschungsrelation, Hauptachsentransformation ete.). IV. Störungstheorie (entarteter 
und nicht entarteter Systeme). V. Das Mehrkörperproblem (wellenmechanisch — Pauli- 
prinzip, Heliumproblem, Quantenstatistik). VI. Relativistische Wellengleichungen (Dirac- 
Löchertheorie-Gordon-Gleichung, Proca-Gleichung, pseudoskalares und pseudovektorielles 
Meson). VII. Quantisierung von Wellenfeldern (skalares und vektorielles Meson). VIII. Quan- 
tenelektrodynamik (u. a. bemerkenswert die klare Ableitung der Maxwellgleichung als Opera- 
torgleichung, Besprechung der „‚Divergenzen‘“, Selbstenenergie). IX. Wellenfelder und Kern- 
kräfte (u. a. nach S, PS, V und PV Feld, Streuprozesse von Mesonen, magnetisches Moment 
des Nukleons etc.). X. Einführung einer elementaren Länge. Mit diesem Kapitel schließt 
‚das Buch. Verf. führt hierin durch eine Kritik der Meßmethodik kleinster Räume ein Intervall 
ein, innerhalb dessen die Unterscheidung von zwei Partikeln nicht mehr möglich ist. Diese, 
vom Verf. vor 1936 als erstem geäußerte und später von Heisenberg übernommene Idee baut 
Verf. zu einer relativistisch invarianten ‚„‚Abschneidemethode‘‘ aus, bei der eigentlich räumlich 
nichts abgeschnitten wird (aber wohl impulsmäßig). Diese Methode wird nun auf verschiedene 
Probleme — Bremsstrahlung, Comptoneffekt, transversale Selbstenergie, Kernkräfte, magne- 
tisches Moment des Nukleons, Mesonenstreuung, Zerfall von Mesonen in leichten Elementen — 
mit bestem Erfolg angewandt. Es gelingt in allen Fällen, eine über die bisherigen Theorien 
hinausgehende Übereinstimmung mit der Erfahrung zu erzielen. Die neuen, von Schwinger, 
Feynman u. a. stammenden quantenelektrodynamischen Arbeiten werden im vorliegenden 
Lehrbuch noch nicht besprochen, da das Buch zur Zeit der Publikation jener Arbeiten bereits 
druckfertig war.— Alles in allem kann gesagt werden, daß das Lehrbuch eine wirkliche Lücke 
in der Weltliteratur ausfüllt — ist es doch das einzige Buch, das sowohl die „Wahrschein- 
lichkeitswellenmechanik‘ als auch die Quantentheorie der Elementarteilchen enthält und 
weiter auf spezielle Fragen, wie das pseudoskalare Feld oder die elementare Länge nebst 
Fragen der Selbstenergie des Elektrons, eingeht, die man sonst in keinem Lehrbuch findet. 

F. Cap. 

© Land6, Alfred: Quantum mechanies. London: Sir Isaac Pitman and Sons, 

Ltd., 1951. X, 307 p.; 40 s. net. 


e Houston, William V.: Prineiples of quantum mechanies: Nonrelativistie 
wave mechanics with illustrative applieations. (International Series in Pure and 
_ Applied Physies.) London: McGraw-Hill Publishing Co., Ltd., 1951. ve 

288 p. 45s. 


L’A. „a enseigne 15 ans la m&canique quantique non relativiste et ses applications elemen- 
taires“ ; avec un grand souci didactique, il a limit son champ pour mieuxl’approfondir. Apres 
une introduction experimentale, la theorie est pr&sentde sous la forme de Schrödinger, qui 
sera utilisee dans tout l’ouvrage. Les möthodes d’approximation, la spectroscopie des atomes 
des types H et He, plusieurs problömes de diffusion, sont presente avec des explications 
detaillees. La representation du spin selon Pauli et les deux statistiques quantiques sont 
introduites. L’avantderniöre partie presente, avec des explications detaillees, la theorie 
eleetronique des metaux et la derniöre, sous une forme tres claire, la theorie du rayonnement 
thermique; ici, l’on regrettera que le röle jou6 par la statistique de Bose-Einstein ne soit pas 
plus explieite. En resume, tres bon ouvrage didactique. Costa de Beauregard. 
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